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Vorwort 
Das vorliegende Buch entstand durch die bereits einige Zeit zurückliegende Anregung 
unseres verehrten Lehrers, Herrn Prof. Dr. Dr.-Ing. E.h. K. Magnus. Berücksichtigung 
fanden die Ergebnisse zahlreicher neuerer, zum Teil gemeinsamer Forschungs-
arbeiten. Vor allem aber ist die mehr als zehnjährige Lehrerfahrung der Verfasser aus 
Vorlesungen über Fahrzeugdynarnik an der Technischen Universität München, der 
Universität Hannover und der Universität Stuttgart eingeflossen. Hilfreich zur Aufbe-
reitung des umfangreichen Stoffes waren ferner die bei der Durchführung des Kurses 
"Dynamics of High-Speed Verhicles" am Internationalen Zentrum' für Mechanik 
(CISM) in Udine gesammelten Erfahrungen. 
Die Fahrzeugdynamik befaßt sich mit der mechanischen Modellierung sowie der 
mathematischen Beschreibung und Analyse von Fahrzeugsystemen. Ziel dieses 
Buches ist es, eine methodenorientierte Einführung in die Dynamik landgestützter 
Fahrzeugsysteme zu geben. Dabei werden nicht die einzelnen Fahrzeugarten wie 
Kraftfahrzeuge, Schienenfahrzeuge oder Magnetschwebebahnen nebeneinander be-
trachtet, sondern die allen Fahrzeugsystemen gemeinsamen dynamischen Probleme 
unter einheitlichen Gesichtspunkten behandelt. Dies ist durch eine systemtheoretische 
Betrachtungsweise möglich. Die Bereitstellung aussagekräftiger mathematischer 
Modelle erlaubt Bewegungssimulationen und Parameterstudien lange bevor der erste 
Prototyp gebaut wird. Der Trend zu kürzeren Entwicklungszeiten und eine große 
Variantenvielfalt verlangen heute vom Ingenieur umfassende Berechnungen, für die 
dieses Buch die Grundlagen vermitteln soll. 
Das Grundkonzept des vorliegenden Buches beruht auf einer Modularisierung der 
Fahrzeugteilsysteme mit standardisierten Schnittstellen. Im ersten zentralen Teil 
werden die Modelle für Fahrzeuge, Trag- und Fahrsysteme sowie Fahrwege im 
einzelnen begründet, mathematisch ausführlich beschrieben und zu Gesamtmodellen 
für Fahrzeug-Fahrweg-Systeme zusammengefaßt. Der zweite, methodenorientierte 
Teil wird durch die Beurteilungskriterien Fahrstabilität, Fahrsicherheit, Fahrkomfort 
und Bauteil-Lebensdauer eingeleitet. Anschließend folgt die Darstellung der 
Berechnungsmethoden für lineare und nichtlineare Fahrzeugsysteme. Die der an-
spruchsvollen AufgabensteIlung entsprechenden theoretischen Verfahren werden im 
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dritten Teil am Beispiel einfacher Longitudinal-. Lateral- und Vertikalbewegungen 
verdeutlicht Ein Anhang mit Ergebnissen aus der Theorie optimaler Mehrgrößen-
regelsysteme trägt dem Trend zu aktiven Fahrzeugkomponenten Rechnung. Eine 
Vielzahl aufeinander abgestimmter und in die einzelnen Kapitel eingestreuter Bei-
spiele mit ausführlichen Lösungen sollen das Verständnis der Theorie erleichtern und 
die Anschauung fördern . 
Das Buch wendet sich einerseits an die Studierenden der Angewandten Mechanik und 
Systemtheorie sowie der Fahrzeugtechnik. Es soll insbesondere Vorlesungen über 
spezielle Fahrzeugsysteme unterstützen und den Blick für allgemeine Zusammenhän-
ge schärfen. Andererseits zeigt es dem in der Praxis stehenden Ingenieur die Fort-
schritte bei der Untersuchung komplexer Fahrzeugmodelle auf und dient so der 
Weiterbildung. Darüber hinaus ist das systematische Vorgehen beispielhaft für viele 
Bereiche des Maschinenbaus. 
Die Verfasser danken Herrn Dipl.-Ing. R. Austermann und Herrn Dipl.-Ing. P. 
Eberhard für die sorgfaItige Durchsicht der Druckfahnen sowie Herrn W. Pietsch für 
die Erstellung der Reinzeichnungen und Bilder. Dank gebührt ferner den vielen 
Helfern beim Schreiben des Manuskripts. Schließlich gilt unser Dank dem Verlag 
B. G. Teubner für die erwiesene Geduld und die stets erfreuliche Zusammenarbeit 
Hannover, Stuttgart, im Sommer 1992 K. Popp, W. Schiehlen 
Inhalt 
I System beschreibung und Modellbildung . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11 
2 Fahrzeugmodelle . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19 
2.1 Elemente der Mehrkörpersysteme ... . .............. .. ...... . .. 20 
2.2 Kinematische Grundlagen. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21 
2.2.1 Koordinatensysteme . . ....................... . ....... . . 21 
2.2.2 Kinematik starrer Körper im raumfesten Bezugssystem ..... . . 22 
2.2.3 Kinematik starrer Körper im bewegten Referenzsystem .... . .. 34 
2.2.4 Kinematik der Mehrkörpersysteme . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39 
2.3 Kinetische Grundlagen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 50 
2.3.1 Trägheitseigenschaften ......... . ............... . .... . .. 50 
2.3.2 Newton-Eulersche Bewegungsgleichungen .. . . . . . . . . . . . . . . . 56 
2.3.3 Prinzipe von d' Alembert und Jourdain . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 65 
2.3.4 Energiebetrachtungen und Lagrangesche 
Bewegungsgleichungen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 68 
2.4 Bewegungsgleichungen für Mehrkörpersysteme . . . . . . . . . . . . . . . . . . 75 
2.5 Fonnalismen für Mehrkörpersysteme . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 80 
3 Modelle für Trag- und Führsysteme . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. 10 1 
3.1 Modelle für passive Feder- und Dämpfersysteme . . . . . . . . . . . . . . . .. 102 
3.2 Modelle für aktive Kraftstellglieder . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. 111 
3.2.1 Modelle für Magnetstellg1ieder . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. 111 
3.2.2 Allgemeines lineares Modell für aktive Kraftstellglieder . . . . . .. 117 
3.3 Vergleich passiver und aktiver Stellglieder . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. 117 
3.4 Kontaktkräfte zwischen Rad und Fahrweg. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. 119 
3.4.1 Rollvorgänge bei starren und deformierbaren Rädern .... . . . .. 119 
3.4.2 Definition des Starrkörperschlupfes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. 126 
3.4.3 Kontaktkräfte für elastische Räder auf elastischen Schienen .. " 129 
3.4.3.1 Lineares Kontaktkraftgesetz. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. 133 
3.4.3.2 Kontaktkräfte im Sättigungsbereich ............ . .. " 139 
3.4.4 Kontaktkräfte für elastische Reifen auf starrer Straße. . . . . . . .. 150 
3.4.4.1 Das Bürstenmodell . . . . . . . . .. . . . .. ... .. . . . . . .. . .. 151 
3.4.4.2 Kontaktkraftgrößen für reinen Querschlupf. . . . . . . . . .. 154 
3.4.4.3 Kontaktkraftgrößen für reinen Längsschlupf ........ " 158 
3.4.4.4 Lineares Kontaktkraftgesetz. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. 161 
3.4.4.5 Kontaktkraftgrößen für simultanen 
Längs- und Querschlupf . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. 161 
8 Inhalt 
4 Fahrwegmodelle . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. 171 
4.1 Modelle für elastische Fahrwege ....... .. ...... .. ...... . ...... 171 
4.1.1 Modelle für periodisch gestützte Balkenfahrwege . . . . . . . . . . .. 173 
4.1.2 Modalanalyse für Biegeschwingungen von Balkenstrukturen . . . 176 
4.1.3 Modelle für kontinuierlich gebettete Balken. . . . . . . . . . . . . . . .. 188 
4.2 Störmodelle für starre Fahrwege. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. 193 
4.2.1 Mathematische Beschreibung stochastischer Prozesse. . . . . . . . . 195 
4.2.2 Modelle für Unebenheitsprofile. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. 206 
4.2.3 Modelle für Fahrzeug-Erregerprozesse . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. 208 
5 Modelle für Fahrzeug-Fahrweg-Systeme . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 212 
5.1 Zustandsgleichungen der Teilsysteme . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. 212 
5.2 Zustandsgleichungen des Gesamtsystems . .... .. ........ . . . . . . .. 215 
6 Beurteilungskriterien . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. 220 
6.1 Fahrstabilität . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 221 
6.2 Fahrkomfort . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. 222 
6.2.1 Deterministische Erregungen ... . ... . . . ... . .......... . . . . 223 
6.2.2 Stochastische Erregungen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. 225 
6.3 Fahrsicherheit . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. 228 
6.4 Lebensdauer der Bauteile . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. 229 
7 Berechnungsmethoden .. . ....... . ...... .. ....... . ...... . ...... 231 
7.1 Numerische Simulation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. 232 
7.2 Lineare Systeme .. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. 234 
7.2.1 Stabilität. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. 234 
7.2.2 Frequenzganguntersuchung . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. 235 
7.2.3 Zufallsschwingungen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. 237 
7.2.3.1 Spektraldichteuntersuchung . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. 237 
7.2.3.2 Kovarianzuntersuchung . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. 239 
7.3 Nichtlineare Systeme. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. 241 
7.3.1 Harmonische Linearisierung . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. 242 
7.3.2 Statistische Linearisierung. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 245 
7.3.3 Untersuchung linearisierter Systeme .......... : . . . . . . . . . . .. 246 
7.4 Opti~erungsfragen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. 248 
8 Longitudinalbewegungen .... . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. 249 
8.1 Elastisches Rad . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. 249 
Inhalt 9 
8.2 Gesamtfahrzeug . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. 252 
8.3 Luftkräfte und Luftmomente . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. 254 
8.4 Antriebs- und Bremsmomente ... . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. 256 
8.5 Fahrleistungen. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. 258 
9 Lateralbewegungen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. 261 
9.1 Kurshaltung von Kraftfahrzeugen. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. 261 
9.1.1 Elastisches Rad ....................................... 261 
9.1.2 Fahrzeugmodell . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. 263 
9. 1. 3 Stationäre Kreisfahrt . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. 266 
9.1.4 Fahrstabilität ........... .... . .. .... ..... ....... .. ..... 267 
9.1.5 Experimentelle Untersuchungen. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. 269 
9.2 Fahrstabilität von Eisenbahnen. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. 269 
9.2.1 Bewegungsgleichungen eines Radsatzes . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. 270 
9.2.2 Stabilität eines freien Radsatzes ... . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. 270 
10 Vertikal bewegungen ... ......... ............................. 275 
10.1 Grundlagen der Fahrzeugfederung . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. 275 
10.2 Ein komplexes Fahrzeugmodell . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. 281 
10.3 Magnetschwebefahrzeuge ............. . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. 284 
Anhang: Optimale Regelung von Mehrgrößensystemen . . . . . . . . . . . . . .. 286 
A.I Mathematisches Modell. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. 286 
A.2 Aufgabenstellung und Strukturfragen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. 286 
A.3 Aufbau und Eigenschaften eines Reglers ............ . . . . . . . . . . . .. 288 
A.4 Reglerauslegung . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. 289 
A.4.1 Reglerauslegung durch Polvorgabe . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. 289 
A.4.2 Optimaler Regler für das quadratische Integralkriterium ....... 290 
A.4.3 Wahl der Pole und Bewertungsmatrizen ... . . . . . . . . . . . . . . . .. 290 
A.5 Aufbau und Eigenschaften eines Beobachters. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. 292 
A.6 Beobachterauslegung . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. 294 
A.6.1 Beobachterauslegung durch Polvorgabe ............... . . . .. 294 
A.6.2 Optimaler Beobachter für das quadratische Integralkriterium. . .. 295 
A.7 Aufbau (optimal) geregelter Mehrgrößensysteme ................... 296 
Literatur ...................................................... 299 
Sachverzeichnis. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. 304 
1 System beschreibung und Modellbildung 
Landgestützte Fahrzeugsysteme weisen einheitlich die in Fig. 1.1 schematisch darge-
stellten Komponenten auf. Diese Komponenten stehen in dynamischer Wechselwir-
kung miteinander. Während sich das Fahrzeug selbst auf dem Fahrweg bewegt. 
wirken innere Trag- und Antriebskräfte sowie äußere Störkräfte. Diese Kräfte beein-
flussen wiederum die Bewegungen des Fahrzeugs. die andererseits auf Personen und 
Güter einwirken. Die Untersuchung dieses Wechselspiels von Kräften und Bewegun-
gen ist Aufgabe der Fahrzeugdynamik. Sie erfordert die integrierte Betrachtung aller 
in Wechselwirkung stehenden Systemkomponenten. 
PerSDDen 
Güter 
I 
Fahrzeug .... Fl1hrzeug -Störvngea 
I 
Trl1g-.rühr,Antriebs-
Einrichtungen 
I 
Fig. 1.1 : 
Systemkomponenten 
fahrweg :- Fl1hrweg -SlörungeR 
Grundlage für die theoretische Untersuchung der Fahrzeugdynamik ist eine geeig-
nete. der jeweiligen AufgabensteIlung angepaßte mathematische S y s t e m b e -
sc h re i b u n g, auch mathematisches Modell genannt. Die Qualität der erreichba-
ren Aussagen über das Systemverhalten - häufig sind dies Voraussagen - ist nur so gut 
wie das zugrunde liegende Modell. Daraus resultiert. daß das mathematische Modell 
die wesentlichen Eigenschaften des zu untersuchenden Fahrzeugsystems vollständig 
und genau enthalten muß. Andererseits soU es im Hinblick auf die mathematische 
Behandlung so einfach wie möglich sein, um übersichtliche und mit erträglichem 
Aufwand berechenbare Ausdrücke zu erhalten. Diese oft widersprüchlichen Forde-
rungen zeigen, daß die Modellbildung, insbesondere bei den hier vorliegenden 
komplexen technischen Systemen eine schwierige Ingenieuraufgabe ist. 
Fürdie Mo deli b i I dun g isteszweckmäßig,dasGesamtsysteminTeilsysteme, 
z.B. in die Komponenten nach Fig. 1.1, aufzuteilen. Die an den Schnittstellen auf-
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tretenden Kräfte und Bewegungen sind dabei genau zu spezifizieren. Die Teilsysteme 
können dann getrennt mathematisch beschrieben und baukastenartig zum mathema-
tischen Modell des Gesamtsystems zusammengefügt werden. Der modulare Aufbau 
ermöglicht die Anwendung sehr unterschiedlicher Beschreibungsverfahren für ein-
zelne Teilsysteme, bietet die erforderliche Flexibilität bei Konstruktionsänderungen 
und ist unverzichtbar für die Übersichtlichkeit bei großen, komplexen Systemen. 
Bei der Modellbildung lassen sich grundSätzlich zwei Vorgehensweisen unterschei-
den, Fig. 1.2: 
• den empirischen Weg. 
• den axiomatischen Weg. 
emplrlschrr Wrq .-______ --. Illomaltschrr Weq 
Messunq 
Idu""katlon 
Interessierendes relisJ1hm 1--.., 
Malhllallsches ModtU 
Zuslaadsglttchuft9 du 
GtsamlsJ1lellS 
IGturgesetlO 
Fig. 1.2: 
Vorgehensweisen bei der ModeUbildung 
Beim e m p i r i sc h e n Weg ermittelt man aus Messungen an Versuchsmodellen 
oder Prototypen bzw. mit Hilfe von Identifikationsverfahren das mathematische 
Modell. Man erregt dabei das zu untersuchende System mit definierten Testsignalen 
und beobachtet die Systemantworten. Aus dem gemessenen Ein-/ Ausgangsverhalten 
wird entsprechend der AufgabensteIlung unter Berücksichtigung der apriori Kennt-
nisse über das System das mathematische Modell bestimmt. Liegen keinerlei apriori 
Kenntnisse vor, spricht man von einem "Black-Box-Problem". Dann sind sowohl die 
Systemstruktur, als auch die Systemparameter zu identifizieren. Ist die System-
struktur bekannt, liegt ein Problem der Parameteridentifikation vor. Für lineare, 
zeitinvariante ~ysteme sind gut ausgebaute Identiftkationsverfahren vorhanden, vgl. 
Eykhoff [1.1], Natke [1.2]. Erwähnt sei, daß sich die Frequenzgangmethode für die 
Identiftkation von Fahrzeugsystemen gut bewährt hat. Aber auch die Kovarianz-
methode findet Anwendung. 
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Beim a x i 0 m a t i s c h e n Weg erhält man durch Anwendung der bekannten, 
bereits mathematisch formulierten Naturgesetze direkt ein mathematisches Modell. 
Es zeigt sowohl die Systemstruktur als auch die Parameterzusammenhänge auf. 
Häufig sind jedoch die Parameterwerte, z.B. Dämpfungskonstanten, unbekannt. Um 
die Naturgesetze auf komplexe Systeme anwenden zu können, geht man von einfache-
ren physikalischen Modellen oder Ersatzsystemen aus. Die bereits geschilderte 
Problematik der Bildung mathematischer Modelle gilt dann gleichermaßen für die 
Bildung der physikalischen Ersatzsysteme; sie müssen so einfach wie möglich, aber 
so genau wie nötig sein. 
Die mathematische Beschreibung komplexer dynamischer Systeme erfordert im 
allgemeinen beide Vorgehensweisen. Wenn immer möglich, wird man versuchen, den 
kostengünstigeren axiomatischen Weg zu beschreiten. Die fehlenden Parameterwerte 
werden dann experimentell ermittelt und die erhaltenen Ergebnisse auf empirischem 
Wege überprüft und abgesichert. Die Modellbildung kann dann als zufriedenstellend 
angesehen werden, wenn theoretische Vorhersage und experimenteller Befund über-
einstimmen. 
Im folgenden wird der axiomatische Weg der Modellbildung für die betrachteten 
Fahrzeugsysteme im einzelnen beschrieben. Um möglichst viele Bauformen unter-
schiedlicher Komplexität erfassen zu können, werden zunächst die in Fig. 1.1 dar-
gestellten Komponenten, ausgehend von realitätsnahen Ersatzsystemen analysiert. 
Anschließend wird daraus systematisch das mathematische Modell des Gesamt-
systems aufgebaut und in übersichtlicher und computergerechter Weise dargestellt. 
Der erste Schritt bei der Modellbildung ist die Wahl der Er s atz s y S te m e. Sie 
wird durch die technische Fragestellung bestimmt. Die betrachteten Fahrzeugsysteme 
bestehen überwiegend aus mechanischen Komponenten, die durch 
• Mehrkörpersysteme (MKS), 
• Finite-Elemente-Systeme (FES), 
• Kontinuierliche Systeme (KOS) 
approximiert werden können. Der Anwendungsbereich dieser strukturell unter-
schiedlichen Ersatzsysteme ist abhängig von der Geometrie und der Steifigkeits-
verteilung der zu modellierenden Komponenten, Tab. 1.1; die Grenzen sind jedoch 
fließend. Die zugehörigen mathematischen Modelle weisen ebenfalls unterschiedli-
che Strukturen auf. Ein wichtiges Unterscheidungsmerkmal der einzelnen Ersatz-
systeme ist die Zahl der Fr e i h e i t s g rad e. Unter Freiheitsgraden versteht man 
die voneinander unabhängigen Bewegungsmöglichkeiten des Ersatzsystems, ihre 
mathematische Kennzeichnung erfolgt durch zeitabhängige Koordinaten. 
M ehr k ö r per s y s t e m e (MKS) bestehen aus einer endlichen Anzahl von 
starren Körpern - im Grenzfall auch Punktrnassen -, die durch masselose Elemente 
wie Federn, Dämpfer und Stellmotoren sowie durch Lager untereinander oder mit der 
Umgebung verbunden sind. Wichtigste Idealisierung ist die Annahme starrer Körper. 
Kennzeichen starrer Körper sind die konstanten Abstände aller materiellen Punkte. 
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Tab. 1.1: Mechanische ErsalZsysteme 
Ersatzsystem Geometrie Stelfigkells- Mathema- Zahl der Beispiel 
verteilung tisches FreIheits-
Modell grade 
Mehrkörper- kompliziert inhomogen gewöhnliche endlich Fahrzeug 
System Dgln. (klein) I I 
(MKS) ~ ~I 
M,U) + Dj(1) 
+ Ky(1) = 1(1) 
Finite- kompliziert homogen gewöhnliche endlich Fahrwegelemenl 
Elemente- Dgln. (groß) T System (FES) 
Mj(1) + Ky(1) = 0 
Kontinuier- einfach homogen partielle unendlich Balkenelement 
liches Dgln. 4? [I.~" :i System 
(KOS) wa4 EI w(x,1) 
ax4 
+ A a2w(x,1) = 0 
p a, 2 
Damit beträgt die Zahl der Freiheitsgrade für jeden Einzelkörper sechs. Darüber 
hinaus werden durch die Lager die Freiheitsgrade weiter eingeschränkt. Infolge der an 
diskreten Stellen angreifenden nachgiebigen Verbindungselemente ist die Steifig-
keitsverteilung im System inhomogen. Da bezüglich des geometrischen Systemauf-
baus keinerlei Einschränkungen bestehen, ist die MKS-Modellierung sehr anpas-
sungsfähig. Das Bewegungsverhalten wird durch verallgemeinerte oder gene-
ralisierte Koordinaten vollständig beschrieben, deren Anzahl gleich der Zahl I der 
Freiheitsgrade ist Faßt man diese Koordinaten zur Ix I-Spaltenmatrix ](/) zusam-
men, so lauten die linearen Bewegungsgleichungen gewöhnlicher MKS 
My(t) + Dj(/) + Ky(t) = I(t) . (1.1) 
In diesem System gewöhnlicher Dgln. 2. Ordnung kennzeichnen die symmetrischen 
I x I-Matrizen M, D, K die Massen-, Dämpfungs- und Steifigkeitswirkungen. Die 
I x l-Spaltenmatrix fit) charakterisiert die zeitabhängigen Erregerkräfte. GI. (1.1) 
muß noch durch Anfangsbedingungen vervollständigt werden. Damit liegt, mathema-
tisch gesehen. ein Anfangswertproblem vor. Existenz und Eindeutigkeit der Lösung 
sind gesichert. 
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F i n i te - Eie me n te - S Y s t e me (FES) sind aus einfachen, nichtstarren Ele-
menten (Stäbe, Balken, Scheiben usw.) aufgebaut, die eine endliche Zahl von 
Freiheitsgraden besitzen. An den Knotenpunkten können äußere Lasten angreifen 
oder Punktmassen, Federn, Lager usw. angebracht sein. Die Randbedingungen wer-
den durch Vorgabe der Bewegungen oder der Kräfte an den Randknoten automatisch 
berücksichtigt. Die voneinander unabhängigen Bewegungsmöglichkeiten der Kno-
tenpunkte stellen die Freiheitsgrade des gesamten FES dar. Die Zahl der Freiheits-
grade ist wegen der endlichen Knotenzahl ebenfalls endlich. Sie ist jedoch größer als 
bei vergleichbaren Mehrkörpersystemen, da nichtstarre Elemente verwendet werden. 
Die Deformationen der Elemente zwischen den Knotenpunkten werden durch Ansatz-
funktionen erfaßt. Die FES-Modellierung ist äußerst anpassungsfahig. Hinsichtlich 
des geometrischen Systemaufbaus bestehen keine Einschränkungen. Die Verwen-
dung gleicher oder gleichartiger Elemente sowie die Zusammenfassung von Elemen-
ten zu Superelementen und Substrukturen erleichtern die Modellbeschreibung. Für 
freie ungedämpfte Schwingungen einer Balkenstruktur, Tab. 1.1, erhält man die 
Bewegungsgleichungen in der Form 
Mj(t) + Ky(t) = 0 , (1.2) 
wobei die symmetrischen Matrizen Mund K die Massen- bzw. Steifigkeitswirkungen 
beschreiben. Zusätzlich müssen noch die Anfangsbedingungen spezifiziert werden. 
Wie bei MKS liegt damit ein Anfangswenproblem vor. 
K 0 n tin u i e r I ich e S y s t e m e (KOS) sind aus nichtstarren Körpern mit 
verteilter Steifigkeits- und Massenbelegung aufgebaut. Im folgenden sollen nur 
eindimensionale Kontinua mit homogener Steifigkeits- und Massenverteilung be-
trachtet werden, im besonderen der elastische Balken, Tab. 1.1. Infolge der zeitlichen 
Veränderung der Abstände aller materiellen Punkte haben Balken unendlich viele 
Freiheitsgrade. Die mathematische Beschreibung erfolgt durch partielle Dgln. So lau-
tet z.B. die Bewegungsgleichung des infinitesimalen Balkenelements, wenn ebene 
Querschnittsflächen vorausgesetzt werden, 
(1.3) 
Darin kennzeichnet EI die Biegesteifigkeit und pA die Massenbelegung. GI. (1.3) muß 
noch durch Anfangs- und Randbedingungen vervollständigt werden. Mathematisch 
gesehen liegt ein Anfangswert-Randwert-Problem vor. In vielen Fällen lassen sich 
solche Probleme durch Trennung der Veränderlichen mit dem Ansatz 
w(x, t) = q>(x) y(/) (1.4) 
in ein Randwert-Eigenwert-Problem für q>(x) und ein Anfangswenproblem für y(/) 
überführen und wenigstens näherungsweise lösen. 
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Die Modellierung komplexer Systeme kann durch Computerunterstützung wesent-
lich erleichtert werden. Für MKS. vor allem aber für FES. liegen gut ausgebaute 
Programm-Systeme vor. 
Die Analyse der unterschiedlichen Modelle wird wesentlich bestimmt durch Art und 
Zeitverhalten der wirkenden K räf t e. Bezüglich der Art der K räf t e un-
terscheidet man: 
• äußere Kräfte und innere Kräfte. 
• eingeprägte Kräfte und Reaktionskräfte. 
• Oberfläc he nkräf te und Volumenkräfte. 
Die erstgenannte Unterscheidung ist abhängig von der Systemabgrenzung. Die von 
außen auf ein System einwirkenden Kräfte sind äußere Kräfte; die im Inneren eines 
Systems wirkenden Kräfte entsprechend innere Kräfte. Die inneren Kräfte können 
durch Freischneiden. also Ände';"Ung der Systemabgrenzung. zu äußeren Kräften 
werden. Dabei ist zu, beachten. daß gemäß dem Gegenwirkungsprinzip (actio = 
reactio) die Schnittkräfte stets paarweise an den Schnittufern angreifen und gleiche 
Größe. aber entgegengesetzte Richtung aufweisen. 
Die zweitgenannte Unterscheidung bezieht sich auf die Ursache der Kräfte. Einge-
prägte Kräfte werden apriori durch ein physikalisches Kraftgesetz beschrieben. 
Reaktionskräfte hingegen folgen aposteriori aus den Bilanzgleichungen der Me-
chanik. Bei Fahrzeugsystemen sind beispielsweise die Gewichtskräfte eingeprägte 
Kräfte. während die Kräfte zwischen einem rollenden starren Rad und einem starren 
Fahrweg Reaktionskräfte darstellen. 
Die letztgenannte Unterscheidung bezieht sich auf die Verteilung der Kräfte. Ober-
flächenkräfte sind flächenhaft verteilt. während Volumenkräfte räumlich verteilt sind 
und damit vom Volumen der jeweiligen Körper abhängen. Beispielsweise zählen die 
Reibungskräfte zu den Oberflächenkräften und die Gewichtskräfte sowie magneti-
sche und elektrische Kräfte zu den Volumenkräften . 
Bezüglich des Z e i t ver hai t e n s der K räf t e unterscheidet man 
• deterministische Kräfte und stochastische Kräfte. 
Die deterministischen Kräfte sind durch eine Zeitfunktion eindeutig bestimmt. Bei-
spiele sind periodische oder stoßartige Kraftverläufe. Die stochastischen Kräfte 
hingegen sind in ihrem zeitlichen Verlauf regellos. Ihre Beschreibung erfolgt unter 
Modellannahmen mit Hilfe statistischer Methoden. Einige Kraft-Zeit-Verläufe. wie 
sie bei Fahrzeugsystemen auftreten. finden sich in Tab. 1.2. 
Die mathematische Beschreibung allgemeiner periodischer Kräfte kann durch Fou-
rierreihen erfolgen. 
!(t)=/(t+T)=/o+ i (fcjcosjDt+/sjsinjDt), D=27t. (1.5) 
j=l T 
wobei /0. /cj und /sj die Fourierkoeffizienten darstellen und die Kreisfrequenz n 
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Tab. 1.2: Kraftverläufe 
Zeitverlauf Mathem. Beschreibung Beispiele 
Periodisch Unwuchtkriifte des Antriebs oder der 
1111 Räder 
M" f\ 1(/) = Is sin DI 
:\. f\-/' D = 27t Fahrwegkräfte bei periodisch 'n) ~I- T aufgebauten Fahrwegen -
1I' L L_ I(/) = 10 + L (fq cosjDI + Störkräfte aus dem Antrieb durch , =1 
V ~ I + Is, sin jD/) Kolbenmaschinen i-T-
Stoßartig Kräfte bei der Überfahrt über ein 
fltlt Einzelhindernis ~ I(t) = pO(/-/t ) • Aerodynamische Kräfte durch I. I 
f(tlI ~ - Windböen 1(1)= L I,ft-/t}' 
I. I 
J-O 
Regellos l(t) - (rnf·Rf{T» Störkräfte aus regellosen 
t~t,'htxr~ _ "'t Mittelwert Fahrwegunebenheiten Rf{T} Korrelationsfunktion 
t t T KorreIationszeit 
I tot 
durch die Periodendauer Tbestimrnt wird. Bei vielen Anwendungen kann man sich auf 
die Grundharmonische (j = 1) beschränken. Kurzzeitig wirkende, stoßartige Kräfte 
können mit Hilfe der Oiracschen 8-Funktion beschrieben werden, 
f(t) = pö(t - to) . 
Die wichtigsten Eigenschaften der 8-Funktion (besser &Oistribution) sind: 
ö(l-to) = {~ für 
'0 +€ 
1 *' 10, 
t = to . 
lim J ö(-r-to)dr=l. 
€-+o,o -€ 
(1.6) 
(1. 7) 
Wegen der infinitesimal kurzen Kraftdauer stellt (1.6) eine Idealisierung wirk-
licher stoßartiger Kraftverläufe dar. Die Größe p weist die Einheit Kraft x Zeit bzw. 
Masse x Geschwindigkeit auf. Sie kann als mechanische Impulsänderung infolge der 
kurzzeitigen Kraftwirkung interpretiert werden. Eine genauere Beschreibung der ab 
dem Zeitpunkt tk wirkenden Kräfte erfolgt mit Hilfe der Heaviside-Funktionen 
(Klammerfunktionen) {t - tk p, 
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wobei 
1(1) = I. I, It - tk}' , 
,=0 
{
(t - tk)l 
It - tk}' = o 
für 
t > tk 
t < tk 
(1.8) 
(1. 9) 
gilt. Als Sonderfall erhält man aus (1.9) für J = 0 die Einheitssprungfunktion. Die 
Faktoren.fj weisen abhängig vom Index j unterschiedliche Einheiten auf und müssen 
an die jeweiligen Kraftverläufe angepaßt werden. Damit ist die Beschreibung tran-
sient wirkender Kräfte möglich. Die Heaviside-Funktionen erlauben auch die Be-
schreibung mehrerer Einzelhindernisse, wobei kais Laufindex die Werte k = 0, 1, ... 
annimmt. 
Die Beschreibung stochastischer Prozesse wird später noch ausführlich dargestellI. Es 
zeigt sich, daß bei vielen Anwendungen in der Fahrzeugtechnik Gaußscbe Prozesse 
vorliegen, für deren eindeutige Kennzeichnung der Mittelwert mf und die Korre-
lationsfunktion R f (r) ausreichen, 
(1.10) 
Die beiden Kenngrößen erhält man bei ergodisehen Prozessen als zeitliche Mittelwer-
te, 
1 T 
mf = lim - J I(t)dt, 
T-.- 2T -T 
1 T 
Rf(r)= lim - J l(t+f)/(t)dt=Rf(-r), 
T-.- 2T -T 
(1.11) 
(1.12) 
wobei Näherungen erforderlich sind, weil die Funktionj(t) oft nur für eine endliche 
Zeitdauer bekannt ist. Die Korrelationsfunktion kennzeichnet die Verwandtschaft des 
regellosen Vorganges zu zwei Zeitpunkten, die sich um die Korrelationsdauer r 
unterscheiden. Für r --+ 00 besteht bei den hier betrachteten regellosen Vorgängen 
keine Verwandtschaft mehr; mit mf = 0 gilt deshalb R(r --+ 00) = O. Für r --+ 0 
unterscheiden sich die Vorgänge nicht; die Korrelationsfunktion weist hier ein 
absolutes Maximum auf. Der Maximalwert stimmt dann mit dem quadratischen 
Mittelwert überein, wie man aus (1.12) erkennt. Die Korrelationsfunktion ist eine 
gerade Funktion, R( r) = R( - r). 
2 Fahrzeugmodelle 
Zur ModelIierung der Fahrzeugbewegungen im Frequenzbereich bis etwa 50 Hz ist 
die Methode der Mehrkörpersysteme am besten geeignet. Der Aufbau des mechani-
schen Ersatzsystems ergibt sich in den meisten Anwendungsfällen auf Grund der stark 
unterschiedlichen Steifigkeitsverteilung unmittelbar aus der Konstruktion, Fig. 2.1. 
Im folgenden soll schrittweise die Herleitung der Bewegungsgleichungen für Mehr-
körpersysteme bis hin zur rechnerunterstützten Ermittlung gezeigt werden. 
Fig.2.1: 
Mehrkörpermodelle von Fahrzeugen: 
a) Straßen-, b) Schienen-, c) Magnet-
schwebefahrzeug 
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2.1 Elemente der Mehrkörpersysteme 
Die Elemente eines Mehrkörpersystems. Fig . 2.1. sind s ta r r e K ö r per. die auch 
zu Punkunassen entarten können. masse lose nachgiebige K 0 P P eIe I e m e n t e 
wie Federn. Dämpfer und Kraftstellglieder sowie ideale. d.h. unnachgiebige kine-
matische Bin dun g seI e me n t e wie Gelenke. Führungen. Lager und Lage-
stellglieder. Nach den Bewegungsmöglichkeiten dieser Elemente sind die Kräfte und 
Momente zwischen den Körpern und an den Systemgrenzen zu spezifizieren. 
Tab. 2. 1: Ausführungsformen holonomer Bindungselemenle 
Bezeichnung Zahl der FreiheItsgrade 
I 2 3 
~ ~ ~ Lager I J?t  
• D ~ Führun~ A 77777777 
Gelenk -iJ2 ~ ~-f n 
Die kin e m a t i s c h e n Bin dun gen können hol 0 n 0 moder n ich t -
hol 0 n 0 m, ski e r 0 n 0 moder r h e 0 n 0 m sein. Holonome Bindungen be-
schränken die Lage des Systems, während nichtholonome Bindungen zusätzlich die 
Geschwindigkeiten einschränken. Tritt in den Bindungsgleichungen die Zeit explizit 
auf, so heißen sie rheorom, andernfalls skleronom. Reale Fahrzeugsysteme weisen 
holonorne Bindungen auf, die in der Form geometrischer oder integrierbarer 
kinematischer Beziehungen vorliegen. Lediglich bei Idealisierungen. beispielsweise 
beim Abrollen eines starren Rades oder Radsatzes auf einer Ebene, liegen nicht-
holonome Bindungen vor. Einige Ausführungsformen holonomer Bindungselemente 
sind in Tabelle 2.1 abhängig von der Zahl der F r e i h e i t s g rad e, d.h. den 
unabhängigen Bewegungsmöglichkeiten dargestellt. 
Zunächst erfolgt die mathematische Beschreibung der Bewegungen in Abhängigkeit 
von Ort und· Zeit. Dies ist Aufgabe der Kinematik. 
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2.2 Kinematische Grundlagen 
2.2.1 Koordinatensysteme 
Voraussetzung für die mathematische Beschreibung der Lage, Geschwindigkeit und 
Beschleunigung eines mechanischen Systems ist die Festlegung geeigneter K 0 0 r -
d i n a t e n s y s t e m e. Die im folgenden benötigten Koordinatensysteme sind in 
Fig. 2.2 dargestellt und in Tabelle 2.2 näher beschrieben. Es werden durchweg 
rechtshändige kartesische Systeme mit den Basisvektoren e", leJ = 1, verwendet, 
wobei griechische Zählindizes generell die Werte 1, 2, 3 annehmen. Ein Koor-
dinatensystem (0, eil) ist durch seinen Ursprung 0 und die Basisvektoren eil voll-
ständig charakterisiert. Zur Unterscheidung verschiedener Systeme wird der Name 
des Koordinatensystems als oberer Index bei den basisbezogenen Größen angegeben. 
Fig.2.2: 
Koordinatensysteme e I -3 
BAHN 
Das raumfeste System {al, et} ist ein Inertialsystem und dient allgemein als Bezugs-
system. Die Soll-Bahn des Fahrzeuges wird als Raumkurve angenommen und durch 
das Bahnsystem {OB, e!}, das sogenannte begleitende Dreibein, gekennzeichnet. Der 
Ursprung oB bewegt sich mit gegebener Geschwindigkeit längs der Bahn. Das 
Referenzsystem {aR, e~} ist eng mit dem Bahnsystem verknüpft. Sein Ursprung und 
der erste Basisvektor stimmen mit den entsprechenden Größen des Bahnsystems 
überein, OR = OB, ef = er. Der zweite Basisvektor ef liegt jedoch parallel zum 
Fahrweg (Überhöhung von Straße oder Gleis) und zeigt in Bewegungsrichtung 
gesehen nach rechts. Das körperfeste System (ai, e~} ist das im Schwerpunkt C,. 
befestigte Hauptachsensystem des starren Körpers Kj. Es charakterisiert eindeutig die 
Lage des Körpers. Schließlich wird noch ein lokales Koordinatensystem {oj, e~} zur 
Kennzeichnung der Bindungselemente eingeführt. Es ist entsprechend den lokalen 
Vorzugsrichtungen orientiert, beispielsweise in Richtung einer Gelenkachse ausge-
richtet. Im folgenden wird zur Kennzeichnung eines Koordinatensystems nur dessen 
Name (oberer Index) angegeben. 
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Tab. 2.2 : Koordinatensystcme 
Koordinatcnsystcm Ursprung Achsennchtungcn 
Raumfestcs Systcm I ()I J J '1' '2 In Horizontalcbene 
{OJ.e~1 raumfcst e~ In Lotrichtung 
Bahnsystem B ()8 eB ~ e, tan ,,"li,, ) 1 
{oB . t~ I bahnfest ef :; e. nonnal zur Bahn 
er = eb blnonnal 
Referenzsystcm R OR = ()8 eR - eB 1 - 1 
{OR • t~ I bahnfest t R 2 in Fahrwcgcbcne 
eR 
J nonnalzurFahrwegebenc 
körperfestes System i O/=C/ t~ in Richtung der 
{O/. t~1 körperfest Haupttrlighcltsachscn 
im Schwerpunkt C/ 
lokales System 1 ()J e' • In lokalen 
{O' . t~1 belicbig Vorzugsnchtungen 
2.2.2 Kinematik starrer Körper im raumfesten Bezugssystem 
Zunächst sollen einige Definitionen und Bemerkungen zur Schreibweise angegeben 
werden. Die Lage eines Punktes P im Raum wird eindeutig durch den 0 r t s v e k -
tor x beschrieben und im raumfesten Koordinatensystem {Ol, e~} mit Hilfe seiner 
Koordinaten Xv dargestellt. 
(2.1a) 
Das Zahlentripel der Koordinaten kann zu einer Spaltenmatrix xl (oft ebenfalls als 
Vektor bezeichnet) zusammengefaßt werden. 
xl = [::] = [XI x, x,]T. (2.1b) 
wobei der hochgestellte Index J das zugehörige Koordinatensystem bezeichnet. 
Dieser Index wird häufig weggelassen, wenn keine Verwechslungsmöglichkeiten 
bestehen oder das Bezugssystem festliegt. Ziel ist es, alle vektoriellen Größen auf ein 
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gemeinsames Koordinatensystem, z.B. das raumfeste System I, zu beziehen. Damit 
ist es möglich, Teilsysteme in einfacher Weise zum Gesamtsystem zusammenzufas-
sen. 
Verändert der betrachtete Punkt P im Laufe der Zeit seine Lage, dann sind seine Ko-
ordinaten zeitabhängig und beschreiben die Bahnkurve von P. Die Beschreibung 
kann durch eine Vektorgleichung x = x(t) , oder gleichwertig durch drei skalare 
Gleichungen, entsprechend den drei translatorischen Freiheitsgraden eines Punktes 
im Raum erfolgen. Die G e sc h w i n d i g k e i t v (t) und die B e sc h leu -
n i gun g a(t) des Punktes erhält man durch zeitliche Differentiation, 
v (t) 
d l x(t) 
vi (t) = xl (t) = [Xl X2 X3]T , -
dt 
(2.2) 
a(t) 
dlv (t) 
a l (t) = V I (t) = xl (t) = [Xl X2 X3]T . = 
dt 
, (2.3) 
Der hochgestellte Index, auch beim Differential, soll auf das Bezugssystem verwei-
sen in dem die betreffende Größe betrachtet wird. Der Vorteil der Koordinaten-
darstellung zeigt sich hier in der rein formalen Differentiation skalarer Größen. Die 
vorangehende allgemeine Betrachtung für den Punkt P kann unmittelbar auf den 
Schwerpunkt C; eines starren Körpers K, und dessen Ortsvektor Ti, Fig. 2.2, über-
tragen werden und gestattet Aussagen über das t r ans I a tor i s c heB ewe -
gun g s ver haI t endes Körpers. 
Fig.2.3: 
Bahnbewegung eines Punktes P 
Die Bewegung eines Punktes P auf einer räumlich gekrümmten Bahn kann auch im 
Bahnsystem B dargestellt werden. Die Lage des Punktes wird eindeutig durch die 
Bogenlänge set) als verallgemeinerter Koordinate beschrieben, Fig. 2.3. Damit läßt 
sich auch der Ortsvektor x als Funktion der Bogenlänge angeben, x = x(s). Für den 
Geschwindigkeits- und Beschleunigungsvektor folgt somit, vgl. Magnus, Müller 
[2.1] : 
v (t) = d1 x(t) = d1 x(s) ds = ve" v = S , 
dJ ds dt 
vB(t) =[soo]T, (2.4) 
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a(t) 
dIll (t) . v2 
= = a, e, + an en = ve, + -en . 
dl P 
=[5 s2/p o]T, (2.5) 
wobei p der Krümmungsradius der Bahn im Punkt P ist. Es bedeuten: 
• v =5 die Bahngeschwindigkeit. 
a, = iJ = 5 die Tangential- oder Bahnbeschleunigung, 
v2 52 
die Nonnal- oder Zentripetalbeschleunigung. an =-=-
p p 
Sonderfälle der allgemeinen räumlichen Bewegung sind die geradlinige Bewegung 
(p ~ (0) und die Bewegung auf einer Kreisbahn (p = const). Häufig werden die 
Funktionen s(l), S(/), 5(/), o5(s), 5'(s), 5'(05) in kinematischen Diagrammen graphisch 
veranschaulicht. 
Beispiell.l B ahn be weg u n gei n e s K ra f t fa h r z e u ge s. Die Bahnbeschleunigung 0, 
eines Kraftfahrzeuges ist beim Anfahren in Abhllngigkeit von der GeschWindigkeit. 0, == 0,(0). und 
beim Bremsen als Funktion der Zeit. 0, == 0,(1). gegeben. Fig. 2.4. 
01 bl 0, 0, 
0 
m/52 0, I m/52 
1 1.2 2 3 4 5 6 7 5 8 
1 t 
2 -2 
1 -4 
0 ß.v" -6 
0 10 20 30 40 v 2 3 
m/5 
Fig.2.4: Beschleunigungsverlaufe: a) beim Anfahren 0, == o,(v); b) beim Bremsen 0, == o,(t) 
a) Man berechne die Zeit 1 bis das Fahrzeug aus dem Stillstand eine Geschwindigkeit v> v/ erreicht 
sowie den dabei zurückgelegten Weg s und skizziere den Graph der Funktionen v(s). o,(s). s(t). v(/). 
0,(/). 
b) Man berechne den Bremsweg SB und die Bremsdauer tB bei gegebener Anfangsgeschwindigkeit 
'-'» = 40 m/s und stelle die Ergebnisse graphisch dar. 
Lös u n g: a) Aus der skalaren Grundbeziehung 
o (v) = dv = du ds = v dv 
, dt dsdl ds 
folgen durch Integration mit den Anfangswerten S(/o) = So und v(/o) = '-'» die gesuchten Größen 
U dU U U 
1 = '0 + f - • s = So + f - dU , ~ o,(U) ~ o,(U) 
(I) 
(2) 
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wobei die Inlegralionsvariablen durch Uberstrelchen gekennzeichnet sind. Die Beschleunigunga,( v) 
sei bereichsweise gegeben. vgl. Flg. 2.4a). 
°1 O$V$VI' 
a,(v)= für (3) 
°1 
Vtl - V 
Vt$V$VD 
VII - VI 
Für V> Vt ergibt die Auswertung der Integrale (2) mit (0 = O. Lb = O. ao = 0 
( = ( v) I "f' d VII - VI f" du I [( ) In Vu - Vt ] = - V + = - VI + Vu - Vt • 
al 0 01 '" Vtl - V 01 Vu - V 
(4) 
s = s( v) = _I 7 V dv + VD - Vt f UdU 
01 0 01 '" Vu - v 
= _1_ { vr + 2 (vu - VI) [VD In Vu - VI ( V - VJ )]} . 
201 Vu - V 
(5) 
Die Geschwllldigkeit v = Vu kann nur für (~oo bzw. s ~ 00 erreicht werden. Die gesuchten kine-
malischen Diagramme lassen sich einerseits durch Berechnung der entsprechenden Umkehr-
s}-________ r-______ ~------------~ 
m 
800 
400 
t 
v v 
40 40 
mls rrJs 
30 30 
20 
10 
0 
4OO m 800 s 20 s 40 t 0 
Ot Ot Ot 
m/s2 m/s2 mlsZ 
2 2 2 
1 1 1 
0 s 0 10 20 m/s I.D v 20 s I.D t 0 400 m 800 0 
Fig.2.5: Kinematische Diagramme für den Fall des Anfahrens; gegeben a, (v) 
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funklIonen und Darstellung der zugehörigen Graphen ermitteln . Sie können andererseits auch direkt 
aus den bereits bekannten Funkuonen (4) und (5) auf graphischem Wege gewonnen werden. Dazu 
verwendet man die in Flg. 2.5 dargestellte DIagrammanordnung. wObei zwei Hilfsdiagramme die 
Projektion der Achsen erleichtern. Ausgehend vom gegebenen Verlauf a,( v) und den Graphen dcr 
Funktionen v(s). v(t). die sich punktweise aus (5) und (4) bestimmen lassen. gewinnt man die 
restlichen Graphen durch punktwelse Konstrulwon. 
Bei bercichswelse gegebenen GröBen Ist es häufig vorteilhaft. fur Jeden Berclch 1 eine neue 
unabhängige Variable (lnde" I) eInzufuhren und die gesuchten GröBen mit Hilfe eines Anstuckel-
verfahrens zu berechnen. Die Anfangswerte der Größen im Bereich 1 sUmmen dabei mit den 
Endwerten Im vorangehenden Bereich 1 - I uberein . Zur besseren Ubcrslcht sollen alle Größen am 
Bereichsende durch einen Stern gekennzeichnet werden. Das Anstuckelverfahren wird anhand der 
Lösung von Aufgabe b) demonstriert. 
b) Aus den GrundbezIehungen 
dv ds 
a,(l)=-. v(t)=-
dJ dl 
(6) 
erhaIt man die gesuchten GröBen in der Form 
I I 
V = Vo + f a(i)di. 5 = So + f v(i)dl. (7) 
'. I. 
Mit der bereichsweisen Darstellung der Variablen 
,-I 
I = L I: + I,. 0 ~ I, ~ I,'. I; = 10' 
vzo 
a,(I,)=a,. V(/,)=V,. S(/,)=5, . 1=1.2 •.. .. (8) 
folgt aus (7) 
~ ~ 
v, = v,'_ 1 + f a, (/)dJ. s, = S;_1 + f v, (/)dt • 
o 0 
• • . I 2 Vo=vo. 50 =50' 1= • .. ... (9) 
Die Auswertung kann tabellarisch oder auf einem Computer erfolgen. Mit den Bereichen aus 
Fig. 2.6 und den Zahlenwerten 10 = 0, So = 0, Vo = 40 m f s. ~il = lail = a = 6 m f S2 ergibt sich das 
in Tabelle 2.3 angegebene Rechenschema. 
Tab. 2.3: Auswertung des Bewegungsablaufes beim Bremsen 
Bereich i .. v, = V;_I + 1 a,(/)dJ v; in mfs 5, = 5'·_1 + 1 V,(t)dt .. " In S a, s, In m 
0 0 
1 1 0 v,. =\)0 40 SI = Uo '1 40 
-a!l. • a I ) 2 0,2. 39,4 . . ~ 47,84 ~=Vl--' S2 = SI + ~'2 -I; 2'; 6'; 
3 6.57 -a v) = vi -al) 0 • • a 2 177,20 s) = S2 + v2') - - ') 2 
Fig.2.6: 
Bewegungsablauf beim Bremsen; gegeben a~l) 
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Die Zeit Ij folgt aus der Bedingung V3(lj) = vi = 0 zu Ij = vi / a. Der Anhalteweg beträgt 
sj = 177.2 m. wobei bereits s~ = 40 m während der Zeit I~ (Reaktionszeit, Bremstotzeit) zurück-
gelegt werden. bis die Bremse zu wirken beginnt. Der eigentliche Bremsweg beträgt dann SB = 
sj - s~ = 137.2 m. Die zugehörige Bremsdauerist IB = li + I; = 6.77 s, während die Anhaltezeitvom 
Erkennen des Hindernisses bis zum Stillstand des Fahrzeuges 1 B + I; = 7,77 s beträgt. Die Ergebnisse 
sind in Fig. 2.6 graphisch dargestellt. D 
Das rot a tor i s c heB ewe gun g s ver hai t e n eines starren Körpers Kj 
kann aus der Beschreibung der Orientierung zweier Koordinatensysteme zueinander 
entwickelt werden. Bei gleichem Koordinatenursprung läßt sich eine beliebige Lage 
des körperfesten Systems i relativ zum Bezugssystem I durch drei Drehwinkel 
entsprechend den drei rotatorischen Freiheitsgraden eines starren Körpers im Raum 
eindeutig beschreiben. Die beiden Systeme lassen sich durch drei mit diesen Winkeln 
nacheinander ausgeführte Eie m e n t a r d reh u n gen um jeweils eine Koordi-
natenachse ineinander überführen. Geht System I z.B. durch eine positive Drehung 
mit dem Winkel y um die gemeinsame 3-Achse in das System i über, Fig. 2.7a), so 
gilt für den Zusammenhang zwischen den Basisvektoren, der allgemein durch die 
Matrix Sli beschrieben wird, 
28 
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n [COSY -sm)' :l ; Si~Y cos)' 
0 
• 
SI, = Y3 
\ .,--
\ _ ..... -
\...~~ 
~I 
3 
~] [~l 
~"""'Ii~~~~ ~ 2 Fig.2.7: A~r~ Y Drehung der Basis I in die Basis ;: 
a) Elementardrehung mit dem Winkel y. 
b) räumliche Drehung mit den Kardan-
winkeln a. ß. r 
(2.6) 
Die Zeile v der EIe m e n t a r d reh m a tri x Y3 enthält die Koordinaten des 
Basisvektors e! im System i. Die entsprechenden Drehmatrizen für positive Drehun-
gen um die übrigen Achsen lauten 
[
1 0 0] [COSß 
al = 0 c~s a - sin a . fJ 2 = ~ 
o stoa cosa - stoß 
o Sinß] 
I 0 • 
o cosß 
(2.7) 
wobei zur Kennzeichnung der Elementardrehmatrizen der jeweilige Drehwinkel als 
Name und die Drehachse als Index verwendet werden. Von den zahlreichen Mög-
lichkeiten zur'Beschreibung allgemeiner Drehungen durch drei Winkel sollen die in 
der Fahrzeugtechnik häufig verwendeten Kardanwinkel a, p, Y, Fig, 2.7b), und die 
bekannten Eulerwinkell/l, ß, q> hervorgehoben werden, Die resultierenden 0 reh -
m at r i zen Sli, die nach (2.6) den Zusammenhang zwischen den Systemen I und 
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i herstellen, folgen als Matrizenprodukt der entsprechenden Elementardrehmatrizen, 
(2.8) 
Da das Matrizenprodukt nicht kommutativ ist, muß die Reihenfolge der Elementar-
drehungen streng beachtet werden. Bei Verwendung von Kardanwinkeln (Euler-
winkeln) erfolgen die Elementardrehungen nacheinander um die 1-,2- und 3-Achse 
(3-, 1-, 3-Achse) der jeweils entstehenden Basen, ausgehend vom raumfesten System 
I. Die Reihenfolge der Drehachsen entspricht der Indexfolge der Elementardreh-
matrizen. 
Die Drehmatrizen sind orthogonale Matrizen, 
(2.9) 
wobei die Inversion bei der gewählten Schreibweise dem Vertauschen der oberen 
Indizes entspricht. Die Drehmatrix SiJ folgt demnach in einfacher Weise durch 
Transposition der Drehmatrix Sll . 
Bei Verwendung von Kardanwinkeln lautet die Drehmatrix SJi explizit 
[ 
cßcr -cßsr sß 1 
Sli(a,ß, r) = casr+sasßcr cacr-sasßsr -sacß , 
sasr-casßcr sacr+casßsr cacß 
(2.10) 
wobei die Abkürzungen c für cos und s für sin stehen. Bei Anwendungen treten häufig 
nur kleine Drehwinkel auf, a, ß, y« 1, dafür erhält man aus (2.10) durch Lineari -
slerung 
Sli (a, ß, r) '" [ ~ 
-ß 
-r ß 1 1 -a. 
a 1 
(2.11) 
Dieses Ergebnis folgt auch, wenn man die Elementardrehmatrizen linearisiert und 
miteinander multipliziert. Wegen des Vektorcharakters kleiner Winkel spielt dabei 
die Reihenfolge der Elementardrehungen keine Rolle. Bei kleinen Drehungen lassen 
sich die Kardanwinkel direkt den rotatorischen Bewegungen um die körperfesten 
Achsen zuordnen, Fig. 2.8. Die in der Fahrzeugtechnik üblichen Bezeichnungen sind: 
• a 
ß 
y 
Rollen (Wanken), 
Nicken, 
Gieren (Schleudern). 
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e' -3 
FAHRTRICHTUNG 
~ 
Fig. 2.8: 
Bezeichnung der rolalonschen 
Fahrzeugbewegungen 
Beispiell.l D reh m a tri x für ein e n Eis e n b ahn rad s atz. Ein Eisenbahnradsatz 
bewege sich auf einem geraden Gleis. Man ermutle die Drehmatrix SRZ zwischen dem bahnfeslen 
Referenzsystem R und einem Zwischensystem Z. dessen Ursprung im Schwerpunkt C des Radsatzes 
liegt und dessen 2·Achse mit der Radachse übereinstimmt. Fig. 2.9. Das System Z ist dem Radsatz 
zugeordnet. ohne die große Drehung um die Radsatzachse auszuführen. Es kennzeichnet die Ebene 
der Kontaktpunkte mit der Schiene. Das System R geht durch zwei Elementardrehungen in das 
System Z über. die erste (Winkel r) erfolgt um die 3-Achse. die zweite (Winkel a) um die I-Achse. 
Die beiden Drehwinkel können als klein angesehen werden. a. r« I . 
Fig. 2.9: 
Radsatz-Koordinatensystem 
Lös u n g: Die Drehmatrix SRZ kann als Produkt der Elementardrehmatrizen "3 und 11, dargestellt 
werden, wobei auf das System R zuerst"3 und dann 11, wirkt (s,: sin, c,: cos). 
sRZ ="3 11 , =[:; -c~ ~] [~ c: -~a]=[:; ~::~ ::::r] . (I) 
o 0 1 0 sa ca 0 sa ca 
Offensichtlich unterscheidet sich (1) von der Darstellung (2.10) mit Kardanwinkeln, wenn man dort 
f3 = 0 setzt, weil die Reihenfolge der Elementardrehungen vertauscht ist. Für kleine Winkel folgt aus 
(1) durch Linearisierung 
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[
1 -y 01 
SRZ '" Y I - a . 
o a I 
(2) 
Vergleicht man nun (2) mit (2.11). wobei wieder ß = 0 zu setzen ist. so stellt man Übereinstimmung 
fest. Daraus ersieht man. daß die Reihenfolge bei kleinen Elementardrehungen ohne Bedeutung ist. 
o 
Die Koordinaten eines Vektors x lassen sich in unterschiedlichen Koordinaten-
systemen darstellen. Der Zusammenhang zwischen den Koordinaten xi im System i 
und den Koordinaten xl im System I wird durch das T r ans f 0 r m a t ion s g e -
setz für Vektorkoordinaten 
(2.12) 
vermittelt, wie man durch Einsetzen von (2.6) in (2.1) leicht bestätigen kann. Man 
beachte. daß in (2.12) bei beiden Formen des Transformationsgesetzes gleiche obere 
Indizes benachbart stehen. Dies erweist sich bei Anwendungen als vorteilhaft. Die 
Drehmatrizen S in (2.12) sind im allgemeinen zeitabhängig, S = S(t). Dies muß bei 
der Bildung von Zeitableitungen berücksichtigt werden. 
Nach dem vorangehenden wird die Lag e ein e s s t a r ren K ö r per s K; im 
Inertialsystem eindeutig durch die Lag e g r ö ß e n {r;, SIi} beschrieben. Sie kenn-
zeichnen das körperfeste Koordinatensystem {Ci, e~} vollständig. Die Lagegrößen 
können zeitabhängig sein. Damit lassen sich die Lagekoordinaten eines beliebigen 
materiellen Punktes P des starren Körpers Ki im raumfesten Bezugssystem I wie folgt 
darstellen, Fig. 2.10, 
r/(t)=r/(t)+pl(t), pl(t)=SJi(t)pi, (2.13) 
wobei im körperfesten System p; = const gilt. 
Im folgenden soll das B ewe gun g s ver hai t e n ein e s s t a r ren K Ö T -
per s K; im Inertialsystem beschrieben werden. Die zeitliche Lageänderung des 
Punktes P bezüglich I folgt aus (2.13) durch Differentiation, 
,I (t) = f;1 (t) + SJi (t) pi = f;1 (t) + Sli(t) SiJ (t) pI (t) . (2.14) 
Fig.2.1O: 
Lage eines starren Körpers im raumfesten Bezugssystem I 3 
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Der erste Tenn auf der rechten Seite entspricht der Translationsgeschwindigkeit des 
Koordinatenursprungs c.. Der zweite Tenn ist offensichtlich von der Drehung der 
körperfesten Basis und damit von der Körperdrehung abhängig. Dieser Tenn soll nun 
näher betrachtet werden. Das Matrizenprodukt [S(t) ST (I») ist schiefsymmetrisch. 
d.h. [ . ] = - [ . )T. wie man aus der Differentiation der Beziehung S(t) ST(t) = E. vgl. 
(2.9). sofort erkennt: 
.! (S(t) ST (t)} = S(t) ST (t) + S(t) ST (t) 
dt 
= S(t) ST (t) + [S(t) ST (t»)T = 0 . (2.15) 
Das Produkt [ .) soll mit tJ (t) abgekürzt und durch die Koordinaten w,. = w,.(t) 
gekennzeichnet werden. 
Sli (SIi}T =Sli S,I =tJ/'(t):=[ ~ 
-W2 
(2.16) 
Darin kennzeichnen tJ li den schiefsymmetrischen Tensor und fI) li den zugehörigen 
V e k tor der D reh g e s c h w i n d i g k e i t von System i und damit des Kör-
pers Ki gegenüber dem Bezugssystem I. Beide Größen sind in der Basis 1 dargestellt. 
wie aus dem hochgestellten Index hervorgeht. Wenn keine Verwechslungsmöglich-
keil besteht. werden der obere und untere Index 1 weggelassen. Der schiefsymme--trische Tensor eines Vektors ( . ) wird durch das Symbol (.) gekennzeichnet; er 
vermittelt im besonderen das Vektorprodukt 
fI) P =fI) xp . (2.17) 
Im Koordinatensystem 1 ergibt sich beispielsweise 
- W:3 W2] [Pt] [W2P3 - W:3P2] o - Wt P2 = (J)jPl - WtP3 . 
Wt 0 P3 WtP2 - W2Pt 
(2.18) 
Diese Schreibweise des Vektorproduktes geht auf ROBERSON zurück; sie erweist sich 
bei Computerrechnungen als vorteilhaft. da das Vektorprodukt in der Matrizen-
rechnung nicht definiert ist. 
Der Drehgeschwindigkeitsvektor fI) ii im körperfesten Syste~ i läßt sich durch 
Transfonnation oder direkte Berechnung gewinnen. Transformiert man (2.18) durch 
Anwendung von (2.12) ins System i. so folgt durch Vergleich 
6i ii = Sil;;' fi S/i 
= Sil (Sli Si/)Sli = Sil Sli = (Sli)T Sli . 
(2.19a) 
(2.19b) 
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GI. (2.19a) stellt das T r ans f 0 r m a t ion s g e set z für T e n s 0 r k 0 0 r -
d i n at endar, bei dem gleiche obere Indizes wieder benachbart stehen. Der tij}i 
zugeordnete Vektor ist IAJ I,. Einfacher folgt aus der Anwendung des Transfor-
mationsgesetzes (2.12) für Vektorkoordinaten auf IAJ Ji sofort lAJ}i = SiI W Ji. 
Setzt man (2.16) in (2.14) ein, so ergibt sich 
(2.20) 
Daraus folgt mit (2.17) die bekannte Vektorform, vgl. Magnus, Müller [2.1], 
IJ (f) = IJ, (r) + IAJ Ii(f) x p(r) . (2.21) 
Die Beziehung (2.20) bzw. (2.21) charakterisiert das Bewegungsverhalten eines 
starren Körpers. Es kann als Überlagerung einer Translation mit der Absolut-
geschwindigkeit IJ, des körperfesten Bezugspunktes Oi = Ci und einer Rotation mit der 
Drehgeschwindigkeit WII angesehen werden. Die beiden kinematischen Grundgrößen 
{II" 6)1I} werden als Be weg u n g s w i n der oder Kin e m a t e bezeichnet, sie 
kennzeichnen eindeutig das Bewegungsverhalten eines starren Körpers im Raum. 
Beispiel2.3 D reh g e s c h w i n d i g k e i t ein e s s t a rr e n K ö r per s. Man bestimme die 
Koordinaten des Drehgeschwindigkeitsvektors "'J, eines starren Körpers K, im raumfesten System I 
und im körperfesten System i. wenn zur Lagebeschreibung zeitabhängige Kardanwinkel verwendet 
werden. Fig. 2.7. 
Lös u n g: Die Lösung kann auf unterschiedlichen Wegen erfolgen. Einmal erhält man die gesuch-
ten Größen formal aus den Definitionsgleichungen (2.16) bzw. (2.19b), wobei die Drehmatrix Sr. 
gemäß (2.10) einzusetzen ist. Andererseits folgen die gesuchten Größen geometrisch anschaulich aus 
den Winkelgeschwindigkeiten a. ß und y der Elementardrehungen, die vektoriell zu addieren sind. 
Aus Fig. 2.7 liest man ab. 
(I) 
wobei ef die 2-Achse eines Zwischensystems darstellt. Schreibt man die in (I) auftretenden 
Basisvektoren einheitlich im System I an, so folgt 
fIJ!. =[~]a+[C:]ß+[-S~Cß]Y=[~ c: -s~cß][~] . ° sa cacß ° sa cacß y (2) 
Die Koordinaten fIJ i, im System i erhält man entweder durch Koordinatentransformation aus (2), 
fIJ J, = Sil fIJ fj . oder analog zu (2) über die Darstellung von (I) in System i, 
[ 
cß cy ] [SY] [0] [ cß cY sy 0] [ä] 
fIJ}j = -C~Sy a+ c; /3+ ~ y= -C~sy c; ~ ~ . (3) 
Man erkennt aus beiden Darstellungen, daß die Koordinaten des Drehgeschwindigkeitsvektors 
sowohl von den Ableitungen der Kardanwinkel als auch von den Kardanwinkeln selbst abhängen. 
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Lediglich für kleine Kardanwinkel. a. ß. y« I. ergeben sich 10 belden Systemen die Koordinaten des 
Drehgeschwindigkellsvektors als Zeitableitungen der KardanwlOkel. 
6I/,=6Ii,=laß'W fur a.ß.y«l. (4) n 
Beispiel 2.4 D reh g e s c h w I n d i g k e I tel n e sEi sen b ahn rad s atz e s. Fur den 
Radsatz nach Beispiel 2.2 bestimme man die DrehgeschwlOdlgkcit 61:1 des Zwischcnsystcms Z 
gegeniJber dem bahnfcsten Referenzsystem RIOder BasiS R. 
Lös u n g: Aus Fig. 2.9 liest man ab 
AndererseIls folgt definitionsgemäß mit der Drchmatrix SRl aus Beispiel 2.2. 
[
Cy -easy 
= sy caey 
o sa 
[ 
0 - r 
= r 0 
-syä eya 
Daraus ergibt sich in Übereinstimmung mit (I) 
sasy 1"[ ey sy 
-sacy -easy eacy 
ca sasy -saey 
s~l 
ca 
_s~yaa 1 !I [;3 -:3 
o J -~ WI -:l 
(I) 
(2) 
(3) 
Vergleicht man den Rechenaufwand für beide Lösungswege. so erkennt man. daß der anschauliche 
erste Weg schneller zum Ziel führt. 0 
2.2.3 Kinematik starrer Körper im bewegten Referenzsystem 
Vom mathematischen Standpunkt aus gesehen ist eine Beschreibung der Kinematik 
starrer Körper im raumfesten Bezugssystem I vorteilhaft, weil dort die Grund-
gleichungen der Mechanik eine einfache Gestalt annehmen. Bei technischen Anwen-
dungen erweisen sich jedoch bewegte, auf das Fahrzeug oder den Fahrweg bezogene 
ReferenzsystemeR als günstig, weil sie eine sinnvolle, dem Problem angepaßte Wahl 
der Koordinaten und eine einfache Beschreibung der äußeren Kräfte und Momente 
erlauben. Bewegte Referenzsysteme sind in manchen Fällen auch aus meßtechnischen 
Gründen erforderlich. Die Wahl des Referenzsystems R ist von der AufgabensteIlung 
abhängig. Beispielsweise bietet sich für die Bewegungsanalyse eines Schienenfahr-
zeuges bei Kurvenfahrt ein mitbewegtes, gleisbezogenes Referenzsystem auf natür-
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liehe Weise an. In vielen Fällen kennzeichnet die Bewegung des Referenzsystems die 
Sollbewegung des Fahrzeuges. Für kleine Abweichungen von der Sollbewegung ist 
dann eine Linearisierung der kinematischen Beziehungen möglich. 
Im folgenden soll das Bewegungsverhalten eines starren Körpers Ki in einem 
Referenzsystem R dargestellt werden, dessen Lage im raumfesten Systeml durch den 
Ortsvektor rR(t) des Ursprungs oR und die Drehmatrix SIR(t) vollständig bestimmt ist, 
Fig. 2.11. Damit liegt auch das Bewegungsverhalten des Referenzsystems durch die 
Geschwindigkeit lIR(t) des Ursprungs oR und die Drehgeschwindigkeit lAJIR fest 
(v k = f1, vgl. (2.2); tij IR = SIR SRI, vgl. (2.16». Unter Verwendung des Referenz-
systems R lassen sich die absoluten Lag e g r ö ß e n {ri. Sli} des starren Körpers Ki 
wie folgt beschreiben, Fig. 2.11, 
Fig. 2.11 : 
Lage eines starren Köq>ers im Referenzsyslem R 
r/ (I) = rk (I) + SIR (t)r/;(t) , 
SI; (t) = SIR (t)SR, (t). 
3 
(2.22) 
(2.23) 
Darin wurde bei den Ortsvektoren ausgehend vom Ursprung des raumfesten Systems 
der Index I der Kürze halber weggelassen. Der Vektor TRi wird zweckmäßig im 
Koordinatensystem R dargestellt. Zur Kennzeichnung der absoluten Bewegung des 
starren Körpers Ki dient wiederum der B ewe gun g s w i n der {v i, IIJ/i J, der sich 
im Referenzsystem R berechnen läßt. Formale Differentiation von (2.22) ergibt 
f/ (t) = fk (t) + SIR (I) r/; (t) + SIR (I) f/; (t) . (2.24) 
Durch Linksmultiplikation mitSRI(t) , also Transformation in das SystemR, folgt bei 
Beachtung von (2. 19b) 
~R (t) = Tl (t) + SR! (t)SIR (t)r/;(t) + SR! (t)SIR (t)f/;(t) , 
(2.25) 
Darin bezeichnet (.) die Differentiation im Inertialsystem. Physikalisch bedeutet 
(2.25), daß die Absolutgeschwindigkeit Vi (beobachtet im raumfesten System /) aus 
der Führungsgeschwindigkeit v R + IIJ IR X TRi vermehrt um die Relativgeschwindig-
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keit urel = tR, (beobachtet im Referenzsystem R) folgt. Die Führungsgeschwindigkeit 
ist dabei diejenige Geschwindigkeit. mit der ein im System R fester Punkt. der 
momentan mit 0' übereinstimmt (koinzidierender Punkt) mitgeführt wird. 
Entsprechend ergibt die Differentiation von (2.23) und anschließende Rechtsmulti-
plikation mit SiJ = S,R SRI bei Beachtung von (2.19) 
SJi S,I = (SIR SR, + SIR SR, )S,R SRI 
= SIR SRI + SIR (SR, SiR )SRI • 
~~=~&+sm~lsm=~&+~k,· 
Für die zugehörigen Drehgeschwindigkeitsvektoren gilt 
fAJ /, = fAJ IR + fAJ k, oder 1AI l = 1AI Ik + 1AI :, . 
(2.26) 
(2.27) 
Physikalisch besagt (2.27), daß sich die absolute Drehgeschwindigkeit CI), als Summe 
der Drehgeschwindigkeit Cl)IR des Systems R gegenüber I und der relativen Dreh-
geschwindigkeit fAJR, des Körpers Ki gegenüber dem Bezugssystem R ergibt. GI. 
(2.27) folgt auch unmittelbar aus der Anschauung. 
Ein wichtiger Sonderfall ergibt sich aus (2.24), (2.25) für rR :: 0, UR:: O. Dann liegt 
eine reine Drehung des Referenzsystems R gegenüber I vor, wobei der Ursprung 
beider Koordinatensyteme übereinstimmt. Mit r, = rRi == r folgt dann aus (2.25) die 
Vektorgleichung 
d l dR 
-r(t) = -r(t) + fAJ IR(t) x r(t) , 
dt dt 
r(t) = t(t) + 1AI IR(t) x r(t) . (2.28) 
Diese Gleichung gilt für beliebige Vektoren r und kann als Regel zur Differentiation 
von Vektoren in unterschiedlichen Koordinatensystemen aufgefaßt werden. Physika-
lisch besagt (2.28), daß die Absolutänderung ~ r(t) = ;'(/) (beobachtet im raumfesten 
R dt 
System I) aus der Relativänderung ~r(t) = t(t) (beobachtet im Referenzsystem R) 
dt 
vermehrt um den Drehanteil CI) IR(t) X t(t) folgt. Absolut- und Relativänderung sind 
nur dann gleich, wenn der Vektor r parallel zum Drehgeschwindigkeitsvektor 1AI IR ist. 
Durch Anwendung der Differentiationsregel (2.28) oder durch eine entsprechende 
formale Rechnung folgen aus den Elementen (2.25), (2.27) des Bewegungswinders 
{Vi(t), 1AI li (t)} die ab sol u te Be s chi e uni gun g und' die D reh be -
s chI e uni gun g des starren Körpers Ki , 
a R( ) • R • R - R R . R li t :: lAI li =lAI IR+ lAI IR lAI Ri+ lAI Ri' 
(2.29) 
(2.30) 
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Physikalisch bedeutet dies, daß sich der Vektor aj der Absolutbeschleunigung aus der 
Führungsbeschleunigung aR + tJ IR X rR, + lLI IR X (lLI IR X rRj), der Coriolisbeschleu-
nigung 2CUIR x tRI und der Relativbeschleunigung 'Ri zusammensetzt, während der 
Vektor a [, der absoluten Drehbeschleunigung den Führungsanteil aIR + CU IR x cu Ri 
und den Relativanteil cJ RI aufweist. 
Beispiel 2.5 R e I a t i v b ewe gun g bei Kur v e n fa h r I. Ein Fahrzeug durchfahrt mit 
konstanter GeschwIndigkeit VF eine Kreisbahn mit dem Radius R. Von der dem Bahnmiuelpunkt M 
zugewandten Fahrzeugselle wird ein punktförmiger Körper K unter dem Winkel fI' entgegen der 
Fahrtrichtung mIt der RelativgcschwindigkeitllK in horizontaler Richtung geworfen, Fig. 2.12a). Die 
Abwurfhöhe über dem ebenen Gelände beträgt h. 
Fig.2.12: 
Relativbewegung bei Kurvenfahrt. 
a) Anfangslage. b) allgemeine Lage 
01 
M 
a) Mit welcher Relativgeschwindigkeit VK und unter welchem Winkel muß der Körper K geworfen 
werden. damit er im Bahnmiuelpunkt M auftrifft? 
b) Wie sieht ein Beobachter im Fahrzeug die Bahn des Körpers K? 
Lös u n g: Zunächst führt man ein raumfestes Bezugssystem I und ein fahrzeugfestes Bezugs-
system Rein. Fig. 2.12b). Als Ursprung wird der Abwurfpunkt gewählt. 
a) Die Anfangslage r,J. die Endlage rk und die absolute Anfangsgeschwindigkeit vJ des Körpers K 
lauten im Koordinatensystem I 
[
0] [0] [VF - VK COS fI'] 
r,J = ~ • rk = ~ • If 6 = VK ~in fI' . (1) 
Der Körper K erreicht den Mittelpunkt M nur dann. wenn die Bewegung in der e~. e! -Ebene verläuft 
(Wurfparabel). Dies erfordert. daß die Geschwindigkeit in el-Richtung verschwindet; damit folgt 
VF - VK COS fI' = 0. (2) 
Für die Absolutbeschleunigung a1 des Körpers K im Koordinatensystem I gilt 
(3) 
wobei g = 9 .81 m/s2 die Fallbeschleunigung ist. Integration unter Berücksichtigung von (I). (2) ergibt 
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o , 
rl(t) = flll di + rri = tJK I sm cp 
o I , 
-gI-
2 
Aus der Bahnendbedingung rl (t = IN) = rk folgt 
IN=~2h. tJKSinCP=..!!...=R~..L . 
g IM 2h 
(4) 
(5) 
(6) 
Mit (2) und (6) liegen zwei Gleichungen furdie belden gesuchten Größen tJK und cpvor. Die Auflösung 
ergibt 
I R2 g R /g 
tJK = V vi + 2h' !an cp = tJF " 2h . (7) 
b) Zur Berechnung der Bahn rfK (I). Fig. 2.12b). im fahneugfesten Koordinatensystem R gibt es zwei 
Möglichkeiten . Zum einen läßt sich aus der Beziehung (2.29). die den Zusammenhang zwischen 
Absolut- und Relativbeschleunigung angibt. eine Differentialgleichung für rfx (I) gewinnen. Wesent-
lich einfacher erhält man jedoch die gesuchte Funktion aus den im System I vorliegenden 
Bahnkoordinaten (5) durch eine Transformation in das System R. Aus Fig . 2.l2b) liest man ab. 
'i. (/)",1 (I) - ,,(I). " (I)" [ R (7 ~:~ rl r" V;' • (8) 
wobei r der Zentrumswinkel des Fahrstrahis zum Fahneug ist. Die Transformationsbeziehung lautet 
Als Ergebnis folgt 
[
COS r 
SIR =., 3 = s~ y 
-sin y 
cosy 
o 
-Rsiny 
tJKt sin cp - R (1- cos y) 
1 
-gt2 
VKt sin y sin cp- R sin y 
= tJKI cos r sin cp + R (1- cos y) 
1 -gt2 
2 
2 
(9) 
(10) 
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Führt man dIe Zeittransformation I = ~ y durch. so erhalt man aus (10) mit (6) die BahndarsteIlung 
in Abhängigkeit des Winkels y. VF 
Fig.2.13: 
Bahnkurve vom Beobachter im Fahrzeug aus gesehen 
(Projektionen auf die Horizontalebene) 
(11) 
In Fig. 2.13 sind einige Projektionen der Bahnkurven auf die horizontale er. ef -Ebene in Abhängig-
keit des Systemparameters YMdargestellt. wie sie von einem Beobachter im Fahrzeug wahrgenommen 
werden. Der Parameter YM ist dabei derjenige Zentrumswinkel. den der Fahrstrahl vom Bahn-
mittelpunkt M zum Fahrzeug zurücklegt. bis der Körper K in M auftrifft. Man erkennt. daß mit 
zunehmender Fahrgeschwindigkeit VF - YM die Anfangswurfrichtung immer stärker vom Fahrstrahl 
zum Bahnmittelpunkt M abweicht und sich der Bahntangente entgegen der Fahrtrichtung annähert. 
Die Bahnkurve erscheint somit mehr und mehr ausgebaucht. Bei sehr großen Fahrgeschwindig-
keiten (YM > 180°) kreuzt die relative Bahn den Fahrstrahl zum Bahnmittelpunkt M und mündet 
spiraIförrnig in M. 0 
2.2.4 Kinematik der Mehrkörpersysteme 
Bisher sind nur freie starre Körper K; betrachtet worden. Sie wurden durch körperfeste 
Koordinatensysteme {Ci, e~} gekennzeichnet, deren Lage eindeutig durch die Lage-
größen tri, Sj}, Sj == S/j, bestimmt ist. Im Bezugssystem I gilt also 
(2.31) 
Darin treten sechs Lagekoordinaten auf, die sich zu einer 6 x 1-Spaltenmatrix Xj, kurz 
lok ale r Lag e v e k tor genannt, zusammenfassen lassen, 
(2.32) 
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Betrachtet man nun ein Mehrkörpersystem, bestehend aus p starren Körpern K" i = 
I(l)p. so ergeben sich 6p Lagekoordinaten. die im 6p x I-Lagevektor des ungebun-
denen Systems angeordnet werden. 
x(r) = (xi . . .. . . xJ)T . (2.33) 
Bei gebundenen starren Körpern treten infolge der Bindungen Zwangs- oder Neben-
bedingungen zwischen den Lagekoordinaten und ihren Ableitungen auf. Bei Mehr-
körpersystemen in der Fahrzeugdynamik, die einer wirklichkeitsnahen Modell-
bildung entstammen, liegen hol 0 n 0 me Bin dun gen vor. Sie umfassen geo-
metrische und integrierbare kinematische Bindungen und bewirken eine Einschrän-
kung der Lagekoordinaten. Die zugehörigen Z w a n g s b e d i n gun gen lassen 
sich implizit durch algebraische Gleichungen beschreiben. die im allgemeinen zeitab-
hängig (rheonom) sein können, 
cp/x, r) = O. j = l(l)q . (2.34) 
Bei q Zwangsbedingungen ist die Zahl/der voneinander unabhängigen Lagekoor-
dinaten 
/ =6p-q, (2.35) 
sie entspricht der Zahl der Freiheitsgrade. Die / unabhängigen Lagekoordinaten 
bezeichnet man als ver a I I g e m ein e r t e K 0 0 r d i n a t e n Yt, k = I (1)/, und 
faßtsiezueiner/x I-Spaltenmatrixy.kurz globaler Lagevektor genannt. 
zusammen. 
y(l) = [Yl . . . . . 'Y/]T . (2.36) 
Mit (2.36) und (2.34) kann der Vektor x explizit in Abhängigkeit von den/verall-
gemeinerten Koordinaten dargestellt werden, 
x = x(y, t). (2.37) 
Die Wahl der verallgemeinerten Koordinaten ist nichteindeutig. Man kann z.B. lokale 
Lagekoordinaten (Absolutkoordinaten) oder Differenzen lokaler Koordinaten (Rela-
tivkoordinaten) als verallgemeinerte Koordinaten verwenden. Allgemein gilt, daß die 
verallgemeinerten Koordinaten y,{t), i = 1(l}f, stets aus einer linear unabhängigen 
Kombination anderer verallgemeinerter Koordinaten Yt(t) , k = 1(1)/, gebildet wer-
den können, 
I 
Yi = 1 tiA: Yb j = 1(1)/ . (2.38) 
k=l 
In Matrizenschreibweise folgt die T r ans f 0 r m a t ion der Lag e v e k t 0 -
ren, 
y(/) = T 1(1) , (2.39) 
wobei T eine reguläre, zeitinvariante / x /-Matrix ist. 
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Die Lagegrößen (2.31) lassen sich in der Form 
r,(t) = r,(y, t), Sh(t) == S,(t) = Sj(Y, t), i = l(1)p, (2.40) 
darstellen. Die zugehörigen Ge s c h w i n d i g k ei t s g r ö ß e n {v j,fIJ, },fIJ j 
== fIJ b. erhält man durch Differentiation zu 
( ) . () ar,. ar j J ( ) . - ( ) v, t =r, t = ayTY+Tr= T, y,t y+Vj y,t, (2.41) 
fIJ, (t) = s, (t) = :;~ y + ~ = lRj(Y, t)y + iiJj (y, t). (2.42) 
In (2.42) kennzeichnet aS j den Vektor der infinitesimalen Drehung, dessen Koor-
dinaten im Bezugssystem I analog zur Drehgeschwindigkeit (2.16) aus den Dreh-
matrizen S, folgen, 
-aS'3 as')] [aS'1] "- , 
o -aSil, OSj = asn . 
aSj1 0 aSj3 
(2.43) 
Die 3 x f-Funktional- oder J ac 0 b i m a tri zen Irj, lRj der Translation bzw. 
Rotation vermitteln den Zusammenhang zwischen lokalen und verallgemeinerten 
oder globalen Koordinaten. Das Bildungsgesetz dieser Matrizen sei unter Verwen-
dung der Rechenregel für die Matrizenmultiplikation am Beispiel der Matrix Jr; 
demonstriert, 
aril arj1 aril 
<m ay2 ayf 
or' (1) Orj2 arj2 Orj2 ay~ = arj ayT = Irj = -- -- (2.44) ~ ay2 ayf 
arj3 arj3 arj3 
<m ~ dyf 
Die praktische Berechnung der Jacobimatrizen wird häufig erleichtert, wenn man die 
Lagegrößen zunächst in Abhängigkeit von Vektor x darstellt, wobei gemäß (2.37) 
x = x(y, t) gilt, und dann bei der Differentiation die Kettenregel anwendet. Damit 
folgt z.B. 
arj orj ax 
Irj = oyT = axT ayT . (2.45) 
Aus (2.41), (2.42) folgen durch nochmalige Differentiation die Be sc h leu -
ni gun g s g r ö ß e n {aj,aj} in Abhängigkeit vom Lagevektor y und seinen Ab-
leitungen, 
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. .. all,. all , 
a,(t) =11,(1) = lr,(y. t)y+ ayT Y+--ar' 
( ) . () J ( ) .. aw,. aw , a, t =w, t = R, y.t y+ ayT Y+Tr' 
(2.46) 
(2.47) 
Für skleronome Zwangsbedingungen verschwinden die partiellen Zeitableitungen in 
(2.41). (2.42). (2.46) und (2.47). 
Neben den realen Bewegungen eines Systems werden in der Kinetik die virtuellen 
Bewegungen benötigt. Eine v ir tue II e Be weg u n g ist eine beliebige. infi-
nitesimal kleine und mit den Bindungen verträgliche Lageänderung des Systems zu 
festen Zeiten. Rheonome Bindungen werden dabei im betrachteten Zeitpunkt als 
erstarrt angesehen. Das Symbol Ö der virtuellen Bewegung hat die Eigenschaften 
ör ~ O. Öl == 0 . (2.48) 
Bei mathematischen Operationen entspricht das Symbol Ö einem Differential 
ar 
Ö(cr) = cÖr. Ö(r\ + r:d = Ör\ + Ör2. Ör(y) = -öy. (2.49) 
ayT 
Damit folgt für die virtuelle Bewegung eines Mehrkörpersystems 
Örj = Jr, ÖY. ÖSj = J R, öy. j = l(l)p . (2.50) 
Beispiel2.6 Kin e m a t i sc h c s Roll e n ein e r Wal z e. Eine starre zylindrische Walze 
mit Radius R soll auf einer Ebene rollen ohne zu gleiten. Man gebe die Zwangsbedingungen an. 
wähle verallgemeinerte Koordmaten und bestimme die Jacobimatrizcn Jr. J R der Translation bzw. 
Rotation. 
Lös u n g: Unter Verwendung der raum festen Basis (0 1 • t./, 1 und der körperfesten Basis (Co t"K I. 
vgl. Fig. 2.14. kann die Lage der Walze eindeutig durch den Lagevektor r/: = Ir) r2 r31T und die 
Drehmatrix SIK (a. ß. r> beschrieben werden . Da eine gleitfreie Rollbewegung auf einer Ebene 
vorausgesetzt ist. sind die Berührgeraden zwischen Walze und Ebene zu jedem Zeitpunkt parallel. 
Damit bewegt sich der Schwerpunkt C auf einer Geraden. und es gelten die geometrischen Zwangs-
bedingungen. Fig. 2.14. 
(I) 
Walzt! K 
) 
o I t!l -, .ce ß f_ 
eK _2
1 
Fig.2.14: 
Rollende Walze 
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Die Lage- und Geschwindigkeitsgrößen {re. SIK I. {lle. 6.I1K 1 lauten (s ~ sin, c ~ cos), 
[
r,] [Cß 0 -sß] 
r/: = 0 . SIK=_{J2= 0 I 0 , 
o sß 0 cß 
(2) 
(3) 
Der Drehgeschwindigkeitsvektor 6.I1K bzw. dslK folgt anschaulich aus Fig. 2.14 oder formal gemäß 
(2.16) zu 
~ s:]= [~ ~ t]. 
o cß /J 0 0 
(4) 
Beim reinen Rollen muß jeder materielle Punkt auf der Berührgeraden der Walze momentan in Ruhe 
sein (Momentanpol). Es genügt der Nachweis dieser Bedingung für einen Punkt P. Wählt man den 
Punkt P auf der Berührgeraden unter dem Schwerpunkt C, so folgt mit dem Lagevektor 
Pt,. ;: P I = [0 0 R]T , Fig. 2.14, aus dem Verschwinden der Absolutgeschwindigkeitllp gemäß (2.20) 
(5) 
Damit erhält man zusätzlich zu (1) eine kinematische Zwangsbedingung, 
(6) 
die integrierbar ist, 
(7) 
Mit (1), (7) liegen insgesamt q = 5 holonome Zwangsbedingungen vor. Die Zahl der Freiheitsgrade 
beträgt f = 6 - q = 1; als verallgemeinerte Koordinate kann problemangepaßt a) y = r, oder b) Y = ß 
gewählt werden. Je nach Wahl der globalen Koordinate ergeben sich unterschiedliche Jacobi-
matrizen: 
a) Für y = rl folgt mit (7), (2), (3) aus (2.41), (2.42) und (2.45) 
1 
ß=ß(y)=ßo+ R (y-rlO). 
'l : ,,!(y) = [n a.1, (ß(y)) = [ -i)~(y >]. 
(8) 
(9) 
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dr/ 
Jr =-= 0 
dy 
o 
b) FUr Y = ß ergibt sich analog 
" ='JO + R(y - ßo ) . 
o 
o ~ 
I a [R] I [ 01 - are" - (JsIK Jr = - -= = 0 . J R = - = -1 . 
d' d\' iJV , . 0 . 0 
( 10) 
(11) 
(12) 
(13) Cl 
Beispiel2.7 Kin e m a t I S c her Weil e n lau f ein e sEi sen b ahn rad s atz es. Ein 
starrer EisenbahnradsalZ soll auf starren Schienen rem kinematisch rollen ohne zu glellen. Man 
ermittle die kinematische Querbewegung des RadsalZ-Schwerpunktes bei Vernachlässigung von 
Massenwirkungen. Es sollen fast kegelförmige Räder (NominaJöffnungswinkel 24. Nominalroll-
radius '0) und ein rechteckiges Schienenprofil (Spurweite 2a) angenommen werden. 
Lös u n g: Zur Lösung werden folgende Koordinatensysteme eingeführt. Fig. 2.15: raumfestes 
System I in Schienenmiue. bewegtes Referenzsystem R (charakterisiert die ideale RadsalZ-
lage). Zwischensystem l (kennzeichnet die Kontaktpunktebene, vgl. Beispiel 2.2), körperfestes 
System K. 
~-~--~--+---------
I. o I. o 
Fig.2.15: 
Koordinatensysteme zur Beschreibung der 
RadsalZbewegung 
Der Ortsvektor des Schwerpunktes C im System I lautet. Fig. 2.15, 
(1) 
Um die Herleitung allgemein zu halten, wird ein Radsatz mit schwach gekrümmtem Radprofil 
(Rollradien '0 und Profilneigungen 4 in der Nominallage. Fig. 2.16a) betrachtet. 
al 
bl 
Fig. 2.16: 
Radsatzgeometrie. 
a) Nominallage. b) allgemeine Lage -y 
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Q 
a 
q; tanöo 
q 
Wegen der Annahme eines starren Radsatzes und starrer Schienen liegt ein punktfönniger Kontakt 
vor. Die Lag e der K 0 n ta k t P unk t e PI. r (I ~ links. r ~ rechts) folgt aus einer Betrachtung 
in der Kontaktpunktebene (Koordinatensystem Z. Fig. 2.16b): 
(2) 
Die Transfonnation ins System I gemäß pi = SIZ pZ mit SIZ = SiR SRZ (SIR = E, SRZ vgl. Beispiel 
2.2) ergibt mit a, y« 1 und MI,r «a 
pi =[~ -y -;] [-a:'~H~;l 1 a (3) 
p/ =[~ -y -:a] [a+:'-l[J 1 a (4) 
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Die kin e m at i s c heR 0 11 be d I n gun g furden Radsatz fordert das Verschwindender Ab-
solutgeschwindigkeit dermatenellen Punkte des Radsatzes. dlc momcntan Im Kontakt mit dcr Schlcnc 
stehen. Die Anwendung der StarrkörperbezIehung (2.20) crglbt 
(5) 
Die Schwerpunktsgeschwindlgkell" l folgt durch DlffercnuatlOn aus (I). DIC clnzigc noch fehlcndc 
Größe ist somit die Drehgeschwindlgkell "fK des RadsalZes . Sic laßt Sich analog zu BClspicl 2.4 
bestimmen. wenn man beachtet. daß das Systcm K aus dcm Systcm Z durch clne Elcmcntardrchung 
um die ~f -Achse mit dem Drehwinkel -ß hervorgeht. Fig . 2.15. 
(6) 
Die weiteren Betrachtungen sollen unter der Annahme kleiner Drchungen(a. r« I: ci. r« 13) und 
kleiner Verschiebungen (!lal .r «a) anhand Iinearislertcr Beziehungen durchgcfilhrt werden. Aus 
(6) folgt damit 
[
ci + rß] 
.,IK" . -ß .. 
r-aß 
(7) 
Die Auswenung der Rollbedingungen (5) ergibt unter Vernachlässigung von Größen. die klein von 
höherer Ordnung sind. 
i + ay - '1 ß = O. 
Y - '1 (ci + rß) = O. 
i - aci = O. 
i - ar - " ß = O. 
Y - " (ci + rß) = 0, 
i + aa =0. 
Durch Zusammenfassung folgen daraus die kin e m a t i s c h e n B e z i e h u n gen 
I . 
(8) + (11) ~ i -('1 + ,,)ß = O. 
2 
(8) - (11) 
I . 
~ ay - 2"(TI -',)ß =0. 
I . 
(9) + (12) ~ Y -('1 +',) (a + rfJ) =0. 
2 
Weiterhin ergeben sich aus Fig. 2.16 für kleine Drehungen um den Momentanpol Q die 
metrischen Beziehungen 
. T,-r, 
a --2a • 
-y -[q-~(,,+r,)]a. 
(8) 
(9) 
(10) 
(11) 
(12) 
(13) 
(14) 
(15) 
(16) 
geo-
(17) 
(18) 
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1 
z = ro - - (r/ + r,) = 0 • (19) 
2 
wobei berücksIchtigt wurde. daß einer positiven Drehung mit dem Winkel aeine negative Verschie-
bung y entspricht. Die kleine Drehung r um die Hochachse ist ohne Enfluß auf dieses Ergebnis, weil 
die Verkürzung von y proportional r2 • also klein von zweiter Ordnung ist. Eliminiert man in den 
vorstehenden Gleichungen die Rollradiendifferenz mit Hilfe von (17) sowie die Rollradiensumme 
entsprechend (19). so folgt 
x - roß = 0, (20) 
r - aß =0. (21) 
Y -ro(ä+rß) =0. (22) 
y + (q-ro)a = 0, 
a 
(23) q=--, 
tanöo 
z =0. (24) 
Dieses Ergebnis gilt sowohl für kegelförmige Räder als auch für schwach gekrümmte Radprofile, die 
sich in der genannten Weise durch Kegel annähern lassen. Da die kinematischen Bindungen inte-
grierbar sind. liegen damit fünf holonome Z w a n g s b e d i n gun gen zwischen den sechs 
lokalen Lagekoordinaten vor. Der Radsatz besitzt somit einen Freiheitsgrad der Bewegung. GI. (20) 
besagt. daß die Schwerpunktsgeschwindigkeit in nominaler Fahrtrichtung wie bei einem rollenden 
Einzelrad gebildet wird. Der Vergleich von (21) mit (7) ergibt. daß die absolute Drehgeschwindigkeit 
um die Hochachse des Radsatzes verschwindet und (24) zeigt, daß die Schwerpunktshöhe über dem 
Gleis bei der Bewegung unverändert bleibt. Die Differentialgleichungen (20) - (22) lassen sich in 
einfacher Weise lösen. Differenziert man (23) und setzt in (22) ein, so ergibt sich 
qä+ro rß=O. (25) 
Verwendet man die Rollbedingung (20) zur Elimination von j3. so folgt aus (21) und (25) das 
Gleichungspaar 
r(1) -a(t) X(I) = O. 
ro 
ä(l) +r(t) x(1) = O. (26) 
q 
Geht man nun zur unabhängigen Variablen x anstelle von t über, wobei die Differentiationsregel 
zu beachten ist, so resultiert aus (26) 
r'(x) _l. a(x) = 0, 
ro 
a'(x) + 1.. rex) = O. 
q 
(27) 
(28) 
48 2 Fahrleugmodelle 
DIe Elimination von y( t) liefert etne Dgl. 2. Ordnung fur Cl( tl. 
aN(,t) + _1_ a(.\) = O. 
ToQ 
Die allgemeine Lösung mit den Anfangsocdtngungen a(O) = -ao. a'(O) = 0 lautet 
a(x) = - ao cosQx. Q2 = _1_ = Ian 00 . 
roQ Toa 
o 0 
I 
I 
A=2lt1~ 
vtan60 
Fig.2.17: 
Wellenlauf des Radsatzes 
(29) 
(30) 
wobei die Wegkreisfrequenz Q eingeführt wurde. Die gesuchte Q u erb ewe gun g y(x) folgt 
schließlich aus (23) zu 
(31) 
Es ergeben sich harmonische Querbewegungen mit der Wegkreisfrequenz Q. Fig. 2.17. Die Bewegung 
wird deshalb als Wellen- oder Sinuslaufbezeichnel. Die WeIl e n I ä n g e A. beträgt 
21r ~ 
Ä = Q = 2n fUn'8;; . (32) 
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Bild 2.1: 
Demonstration des slabilen Radsatzlaufes 
Sie wurde erstmals von Klingel [2.2] angegeben und wird deshalb als K I i n gel s c h e F 0 r m e I 
bezeichnet. Neben dem Nominalrollradius ro und der halben Spurweite a ist der halbe Kegelöffnungs-
winkel 00 eine wesentliche Einflußgröße. Mit abnehmender Konizität der Räder nimmt die Wellen-
länge zu. Für zylindrische Räder mit 00 = 0 wird die Wellenlänge theoretisch unendlich groß. Der 
Radsatz verliert dann die Eigenschaft der Selbstzentrierung. Negative Kegelöffnungswinkel führen zu 
einem instabilen Radsatzlauf. Fig. 2. 18. 
Die physikalische Ursache für einen stabilen Radsatzlauf, d.h. einer Selbstzentrierung des Radsatzes, 
erkennt man aus Fig. 2.17. Bei kegelfönnigen Rädern, deren Rollradien zur Radsatzmitte hin zu-
nehmen, ergibt eine Verschiebung des Radsatzschwerpunktes nach rechts am rechten Rad einen 
größeren Rollradius als am linken Rad. Demzufolge überholt das rechte Rad während des Rollvor-
gangs das linke Rad und verkleinert damit die Schwerpunktsverschiebung. Wenn der Radsatz-
schwerpunkt über derGleismitte angekommen ist, steht die Radsatzachse schräg und der Schwerpunkt 
0) l/ b) I c) I .~ 
1
1 
. I 
11 I 
\{ 1 . / Fig.2.18: li I . 
Radsatzlauf bei unterschied- I 
lichen Radkonizitäten" , +- +- +-
a) stabiler, XL xL xL b) indifferenter, 
c) instabiler Lauf y y y 
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wandert weiter nach links. Jetzt ubcrhoItdas linke Rad das rechte Rad und die VerMItnisse kehren sich 
um. Es resultiert eine stabile Radsatzbewegung. Bei einem Radsall. mit zur Mine hin abnehmenden 
Rollradien. Fig. 2.18. wird eine Abweichung des Schwerpunktes von der Gleismille mcht verkleinert. 
sondern vergrößert und es entsteht ein instabiler Radsatzlauf. Die Bewegungsverhältnisse lassen sich 
mit aus Joghurtbechern gebastelten Radsätzen. die auf einer aus I.wci Leisten gebildeten schiefen 
Ebene abrollen. in einfacher Welse demonstrieren. Bild 2.1. 
Bei einem realen Radsatz sind die Bewegungsverhältnisse wesentlich komplizIerter. Wegen der 
Elastizität der Räder und SchIenen liegt kein Punktlcontakt und damit kein kinematisch reines Rollen 
vor. die Geometrie der Rad- und Schienenprofile weicht stark von den hier getroffenen Annahmen ab 
und die bisher vernachla5slgten Massenwirkungen sind von Einfluß. :"J 
2.3 Kinetische Grundlagen 
Zur Herleitung der Bewegungsgleichungen von Mehrkörpersystemen ist neben der 
Geometrie der Bewegungen (Kinematik) und den Kraftwirkungen die Kenntnis der 
Trägheitseigenschaften der Körper erforderlich. 
2.3.1 Trägheitseigenschaften 
Die Trägheitseigenschaften eines starren Körpers K, werden durch seine M ass e 
mj und den T r ä g h e i t s te n s 0 r I, beschrieben. Die Koordinaten des Trägheits-
tensors lauten im körperfesten System {C" e~l, Fig. 2.19, 
le, = f (PTPE-PPT)dm=[;:: ;~: 
m. /31 /32 
= const , (2.51a) 
/11 = f (pi + pi)dm , /12 = /21 = - f PIP2 dm , 
m, m, 
/22 = f (Pi +Pf)dm, /23 = /32 = - f P2P3 dm , (2. 51b) 
m. m, 
/33 = f (pr + pi)dm , /13 = 1)1 = - f PIP3dm. 
m, m. 
Darin kennzeichnen P = pi = [PI P2 P3]T die Koordinaten eines materiellen Punktes 
mit der Masse dm bezüglich des Schwerpunktes Ci und E die 3 x 3-Einheitsmatrix. 
Der Trägheitstensor ICi ist konstant. symmetrisch und positiv definit. Die Diagonal-
elemente l w heißen (axiale) T r ä g h e i t s m 0 me n t e; für reale Körper sind sie 
stets positiv und genügen der Dreiecksungleichung, 
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Fig.2.19: 
Koordinalen zur Berechnung des TrägheilSlensors eines SlaITen 
Körpers 
(2.52) 
wie sich leicht anhand von (2.51b) bestätigen läßt. Jedem Trägheitsmonent I w läßt 
sich ein Trägheitsradius iw zuordnen, 
. ~yy od '2 I 'yy= - er 'yym;= yy. 
m; 
(2.53) 
Aus dem Vergleich mit (2.51b) erkennt man, daß iw der quadratische Mittelwert für 
die Abstände der Massenteilchen von der betrachteten Achse durch C; mit der 
Richtung e~ ist. Die Außerdiagonalelemente in (2.51a) werden als D e via t ion s -
m 0 m e n t e bezeichnet. 
Die Koordinaten des Trägheitstensors hängen von der Massenverteilung des Körpers 
und von der Wahl des Bezugssystems ab. Wählt man einen beliebigen körperfesten 
Punkt 0; als Bezugspunkt und verschiebt die Basis e~ parallel von C; nach 0;, so läßt 
sich der Trägheitstensor lOimü Hilfe des S atz es von H u y gen s - S te i n e r 
bestimmen, 
(2.54) 
GI. (2.54) folgt durch Einsetzen von ii = p + s anstelle von p in die Deflnitions-
gleichung (2.51a), wobei s == s; = [SI S2 S3 JT die Schwerpunktskoordinaten darstellen, 
Fig. 2.19. Aus (2.54) erkennt man, daß die zentralen Trägheitsmomente für ein 
Achsensystem durch den Schwerpunkt Ci stets kleiner sind als für parallele, nicht 
durch C; verlaufende Achsen. 
Als nächstes wird der Fall zweier gegeneinander verdrehter Koordinatensysteme e~ 
und e~ mit gleichem Ursprung, z.B. dem Schwerpunkt C; betrachtet, Fig. 2.19. Der 
Zusammenhang zwischen den Koordinaten lh; und lfi des !rä~heitstensors läßt sich 
durch Einsetzen der Transformationsbeziehung p == p / = S" P / in (2.51a) gewinnen, 
lei . = Sii' lei' . Si'i oder lei'. = Si'i lei. Sii' 
/ / / /' (2.55) 
Dies ist das Transformationsgesetz für Tensorkoordinaten, vgl. (2.19a). Wenn die 
Basis i' ebenfalls körperfest ist, so gilt Si'; = const, dann sind auch die Tensor-
koordinaten Ifi konstant. Transfonniert man hingegen ins Inertialsystem, i' == I, 
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wobei im allgemeinen Sb = Sb (t) gilt. so werden die Koordinaten des Trägheits-
tensors zeitabhängig. It, = It,(t)· 
Für jeden Bezugspunkt gibt es ein ausgezeichnetes körperfestes Koordinatensystem, 
in dem die Deviationsmomente verschwinden und der Trägheitstensor Diagonal-
gestalt annimmt. z.B. 
(2.56) 
Die Tensorkoordinaten I y heißen Hau p t t r ä g h e i t s m 0 m e n t e bezüglich 
Ci, die zugehörigen Achsen werden als Hau p t t r ä g h e i t s ach sen bezeich-
net. Nach Möglichkeit verwendet man das Hauptachsensystem mit dem Ursprung im 
Schwerpunkt C, als körperfestes Bezugssystem. Der zugehörige Trägheitstensor Ic, 
hat die zentralen Hauptträgheitsmomente liv als Koordinaten und kennzeichnet 
zusammen mit der Masse m, in eindeutiger Weise die Trägheitseigenschaften eines 
starren Körpers K,. Damit liegen die Trägheitsgrößen {m" Ic,} fest. 
Die Bestimmung des Hauptachsensystems {C" e~} relativ zu einem körperfesten 
Koordinatensystem {C" e~} mit bekanntem Trägheitstensor I~, bezeichnet man als 
Hauptachsentransfonnation. Ausgangspunkt der Lösung ist die Transfonnationsbe-
ziehung (2.55), die zu der E i gen wer tau f gab e 
(2.57) 
führt, vgl. Schiehlen [2.3]. Die Hauptträgheitsmomente Ijv ergeben sich als Eigen-
werte der Matrix I~;. Da lEi reell, symmetrisch und positiv defmit ist. sind die 
Eigenwerte I,v reel und positiv. Die zugehörigen Eigenvektoren x ysind ebenfalls reell 
und bestimmen die Hauptachsen. Nonniert man die Eigenvektoren auf den Betrag 
Eins, so stellen sie die Basisvektoren des Hauptachsensystems ; in Koordinaten der 
B b '" d ( , )" T 1 ezugs aslSI ar.xv= ey ,XyXy =. 
Fig.2.20: 
Körper mit einer Symmetrieebene 
Die starren Körper in Fahrzeugsystemen weisen häufig Symmetrieebenen auf. In 
diesen Fällen vereinfacht sich das Auffinden der Hauptachsen für Bezugspunkte in der 
Symmetrieebene wesentlich, denn j e d e Ach ses e n k re c h t z u ein e r 
S y m met r i e e ben eis t Hau p t ach s e. Dies erkennt man arn Beispiel 
eines homogenen prismatischen Körpers, der symmetrisch zur ef, ef -Ebene auf-
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gebaut ist. Fig. 2.20. Zu jedem materiellen Punkt P mit dem Ortsvektor p = 
pK = [PI P2 P3)T existien ein an der Symmetrieebene gespiegelter Punkt P • d.h. es 
gibt je zwei Massenelemente dm mit gleichen Koordinaten PI, P2 und vorzeichen-
verschiedenen Koordinaten ± P3 . Damit verschwinden die Deviationsmomente 
/13 = J PI P3 dm und /23 = J P2 P3 dm und der Trägheitstensor hat die Form 
1~1 (2.58) 
Daraus erkennt man. daß /33 = /3 Hauptträgheitsmoment und die ef -Achse Haupt-
trägheitsachse ist. Die restlichen Hauptachsen liegen in der Symmetrieebene. Es 
resultien ein zweidimensionales Eigenwenproblem, das sich in einfacher Weise 
analytisch oder mit Hilfe des Mohrschen Trägheitskreises graphisch lösen läßt, vgl. 
Magnus. Müller [2.1). Liegen mehrere Symmetrieebenen vor. so ist deren Schnitt-
gerade Hauptachse. Bei Rotationskörpern (z.B. Walzen, Räder) ist die Symmetrieach-
se eine Hauptachse. Bei vollsymmetrischen Körpern (z.B. Quader) sind alle Symme-
trieachsen Hauptachsen. 
Beispiel 2.8 T r ä g h e i t s t e n s 0 r für ein e n Eis e n b ahn rad s atz. Für das stark 
vereinfachte Modell eines Eisenbahnradsatzes. Fig. 2.21, bestimme man den Trägheitstensor lc 
bezüglich des körperfesten Hauptachsensystems {Co t~} mit Ursprung im Schwerpunkt C. 
0) 
b) 
Fig.2.21: 
Eisenbahnradsatz. 
a) reale Konstruktion. 
b) stark vereinfachtes Modell 
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Fig.2.22: 
Haupttr:lgheitsmomente eines Zylinder.; 
Lös u n g: Grundlage (ur die LOsung sind die Haupttr.lghcitsmomente eines Vollzylinders. Fig. 
2.22 (Index \12. Masse m~'Z. Radius R. Ulngc I. Schwerpunkt Cl. die man Tabellenwerten ent· 
nehmen kann. 
(I) 
Ivz1 = IVZ3 (2) 
Daraus lassen sich die Hauptträgheitsmomenlc fUr einen Hohlzylinder (Index JlZ, Masse "'HZ. 
AußenradiusR.lnnenradius r, Unge I. Bezugspunla C) gewinnen. wenn man den Anleilder Bohrung 
(Index B. Masse mo) subtrahiert. 
I, I 
::: -R I7l\.z - -r2 nl8 
2 2 
I 
; -(R'R' _ ,',' ) trlp 
2 
I 
; -(R' + ")(R' -,')trlp 
2 
l"l2 ::: (R2 +,2 )m"z . 
wobei die Dichte p und die Masscnbczichung 
mHZ = mvz - mB ::: (R2 _ ,2) nlp 
verwendet wurden. 
(3) 
(4 ) 
(5) 
Die Hauptachsen des Radsatzcs liegen aus Symmetriegründen fest. Fig. 2.21 . Wegen der Rotations-
symmetrie gilt für den Radsatz wie beim Einzelzylinder " ::: I). Für die Radsatzwclle (Index W. 
Masse mw. Bezugspunkt Cw; C) gilt. vgl. (I). (2). 
1 Iw, ~ _r2 mw (6) 2 . 
IW1 = IWJ =( !r1 + ..!.../2 )mw . 
4 12 
(7) 
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FUr ein Rad (Index R. Masse mR. Bezugspunkt eR) folgt mit (3). (4) 
I 
t;n = i(R2 + ,2) nlR • (8) 
110 =/io = [..!.(Rl + r2 )+..!..bZ]mR . 
4 12 
(9) 
Umrechnung auf den Bezugspunkt C mil Hilfe des Satzes von Huygcns-Steiner (2.54) ergibt 
(10) 
(11) 
Summation der Anteile von Welle und heiden Rlidem ergibt den Trägheitstensor cUr den gesamten 
R<ldsatz. 
o 
I, 
o 
0] o . 
I, c 
/ 1 = IW1 + 2/R1 = (.!.. ,2 +_1 I') mw + 2 [!(R2 +r2)+1-b1 +o2JmR • 
4 12 4 12 
I 
12 = IW2 +2/R2 =_,2 nlw +(R 2 +r 2 )mR. 
2 
Tab. 2.4: Hauplträghcitsmomentc für einen Eisenbahnrndsatz 
Komponente Einfluß auf das Hauptträgheitsmoment 
/, = /3 % 
in kgm 2 
Welle W 105.7 11 .8 
2 Rader 73.7 8.2 
(Bezugspunkt CR) 
Steiner-Anteil 7142 80.0 
der heiden Räder 
Summe 893.6 100% 
I, 
in kgm2 
1.0 
1443 
0 
145.3 
(12) 
(13) 
(14) 
(15) 
% 
0.7 
99.3 
0 
100% 
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Für die rcalit!Usnahcn Paramclcr 
a = 7.5dm. 
b = 1.2dm. 
I = 20.0dm. 
R = 4.7dm. 
, = O.8dm. 
p = 7 .85kg I dm' . 
m., = 315.7 kg. 
m. = 634.8 kg. 
crh!1lt man die in Tabelle 2.4 aufgeführten Zahlenwerte. 
Man erkenn •. daß für das Haupltr!1ghcitsmomcnt I) = I) der größle Beitrag (80%) aus dem Sicincr-
Anteil der Räder rcsuhicrt. wnhrend für h d.1s Tr!ighcilSmomcnl der bciden R!1dcr bczuglich der 
Symmetrieachse maßgebend ist (99.3%), D 
2.3.2 Newton-Eulersche Bewegungsgleichungen 
Nach diesen Vorbetrachlungen wenden wir uns nun dem zentralen Thema. der 
HerleilUng der Bewegungsgleichungen für Mehrkörpersysleme zu. Zunächsl soll die 
sogen. s y n t hel i sc h e Me I h 0 d e angewendel werden. Sie basien auf den 
beiden G run d a x i 0 m end e r Kin e t i k, dem Impulssalz (2 .59) (Newlon 
1687) zur Beschreibung der Translalionsbewegungen eines Körpers Kinfolge der 
Summe der äußeren Kräfle/und dem DrallsalZ (2.60) (Euler 1758) zur Beschreibung 
der Drehbewegungen infolge der Summe der äußeren Momente 10, 
d' diP = /, 
d' 
diho=lo , 
(2.59) 
(2.60) 
Die zeitlichen Änderungen des Impulses P bzw. des Dralls ho müssen in einem 
Inenialsyslem 1 bestimm I werden. Der gemeinsame Bezugspunkl 0 von Drall und 
resultierendem äußeren Moment iSI enlwederein raumfesler Punkl, z.B. der Ursprung 
des Inertialsyslems, 0 " 0" oder der Körperschwerpunkl, 0 " C. 
Im folgenden sollen die beiden Veklorgleichungen (2.59), (2.60) auf die starren 
Körper Ki, i = 1(I)p, eines Mehrkörpersystems angewende I und in geeignelen 
Koordinalensystemen dargesIellI werden: 
• Zuerst sind die Körper Kj freizuschneiden, wobei die Schniltkräfle zu äußeren 
Kräflen werden und gemäß dem Gegenwirkungsprinzip (aclio = reactio) an 
beiden Schnillufem in gleicher Größe, aber entgegengesetzler Richlung angrei-
fen . 
• Als Drall- und Momenlenbezugspunkt wird zweckmäßig der Körperschwer-
punkl gewähll, 0 "Ci. 
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Im I n e r t i als y s t e m I lauten Impuls und Drall für einen starren Körper Ki mit 
den Trägheitsgrößen (mi.leil 
=mivL. 
- I' •. , , 
- Ci"", ' 
m, = const . 
Iti = It;(I). 
(2.61) 
(2.62) 
Darin sind Vti und t.J! die absolute Schwerpunkts- bzw. Drehgeschwindigkeit des 
Körpers K,. Setzt man diese Ausdrücke in die kinetischen Grundgleichungen ein und 
bildet die Zeitableitungen. so folgt 
m,i' = ,.1 i Ci J, ' (2.63) 
le' .' ... , + ie1.···' - (, ,- I ,- I - Ci' (2.64) 
Der Term itit.J { läßt sich unter Verwendung der Tensortransformation (2.55). der 
Definition (2.16) und der Identität Si' Sli = E umformen. 
itit.J.' = [S'i Ibi Si' +S'i Ibisi!)t.J{ 
= [Sli (Si! S'i )/bi Si' + Sli Ibi (Si! S'i )Si')t.J ! 
- [-,/, I' (- -I») , 
- 6) i C, + CI tU j III j . (2.65) 
Das Produkt tij! t.J! verschwindet; somit folgt aus (2.63). (2.64). wenn man der Kürze 
halber den Index C wegläßt, 
m.v" = ,.1 
I I J j • mj :: const . 
Ir = 1.'(1). 
(2.66) 
(2.67) 
Als nächstes soll die Transformation der Grundgleichungen in das k ö r per fes t e 
S y s t em i vorgenommen werden. Linksmultiplikation von (2.66), (2.67) mit Si'. 
Verwendung der Identität S'i Si! = E und Beachtung von (2.19). (2.55) ergibt .. . 
=/i , m,v i 
/!6J'! +tAi! 1!(;J ! 
" I" 
= [i , 
, mi 
, I' , 
= const , 
= eonsl . 
(2.68) 
(2.69) 
Man erkennt, daß die Form der Bewegungsgleichungen durch diese Transformation 
nicht veränden wird. Die Bewegungsgleichung (2.69) geht auf Euler (1758) zurück. 
sie wird deshalb als Eulersche Kreiselgleichung bezeichnet. Von Vorteil ist die Kon-
stanz der Koordinaten des Trägheitstensors. Das Ergebnis (2.69) erhält man auch 
direkt, ausgehend von der Grundgleichung (2.60), wenn man tur den Drall hf = If t.J: 
einsetzt und die Differentiationsregel (2.28) beachtet, 
d' · · . . . . .. 
-h! = h~ +cJ' h! :: I' h! = J!6J! dt I I I I I' I / I ' (2.70) 
Bei der Betrachtung von einzelnen starren Körpern ist es manchmal voneilhaft. den 
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Drallsatz in einem b ewe g t e n Z w i s c h e n s y s t e m Z mit der Drehge· 
schwindigkeit IIJ Z "IIJ Tl gegenüber dem Inertialsystem I darzustellen. Die Anwen· 
dung der Differentiationsregel (2.28) ergibt jetzt 
(2.71) 
Verwendet man ein bel i e b i g be weg t e s Re fe ren z s y S t e m R als 
Bezugssystem, so folgt aus (2.66), (2.67) mit den Beziehungen (2.29), (2.27) und 
(2.30) der Relativkinematik, Abschnitt 2.2.3, wenn man den oberen Index R der 
Kürze halber wegläßt und IIJ R "IIJ IR setzt, vgl. Schiehlen (2.3], 
(2.72) 
l,tJ Ri +ti Ri 1;1IJ RI 
+ (I, c.i R + tii R I;., R + tii R" R; sp I; + 2tii R; I;., R] = I, . (2.73) 
Darin sind alle Koordinaten im bewegten Referenzsystem R dargestellt und 
sp I, = LI;vv bezeichnet die Spur des Trägheitstensors. GI. (2.73) enthält als Sonder· 
falle (2.67) wenn R" 1,IIJ R ,,0 und (2.69) wenn R" i,lIJ R; "0 gesetzt wird. Die in 
eckigen Klammem stehenden Führungs· und Coriolistenne sind von der Bewegung 
des Referenzsystems abhängig. Diese Tenne können als Zusatzkräfte - /;} und 
Zusatzmomente -Itr infolge von Trägheitswirkungen betrachtet und mit den äußeren 
Kräften und Momenten zusammengefaßt werden . Damit folgen aus (2.72), (2.73) die 
dynamischen Grundgleichungen in einer zu (2.66), (2.67 ) bzw. (2.68), (2.69) 
ähnlichen Fonn, 
. ·· R _ ,R ,R 
m, TRi - J i + JtT . 
I R . R - R IR R _ IR IR , tu Ri + (JJ Ri I lIJ Ri - , + 17 . 
Bei einer Reihe von Anwendungen sind die Führungs· 
nachlässigbar klein. 
(2.74) 
(2.75) 
und Coriolistenne ver· 
Ein wichtiger Sonderfall liegt bei e ben e n B ewe gun gen urne i n e 
Hau p t ach s e vor. In diesem Fall sind Drall· und Drehgeschwindigkeitsvektor 
parallel, (2.62). Als Beispiel soll eine Bewegung in der e{, e1·Ebene betrachtet 
werden. Die Drehung erfolge um eine Hauptachse parallel zur e2 ·Achse. Die sechs 
skalaren Bewegungsgleichungen (2.66), (2.67) reduzieren sich mit 
11'( =(XIOX3]T, 
1,' = [11 0 hIT. 
auf die drei Gleichungen 
c.i! = (0c.i2 of, 
I! = (0 h o]f , 
(2.76) 
(2.77) 
mi XI = fi . 
mi X3 =!J. 
I!Z ~ = /Z. I!Z = Ilz = cons!. 
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(2.78) 
(2.79) 
(2.80) 
Als Voneil erweist sich. daß wegen der parallelen Ausrichtung von e~ . und e~ das 
Trägheitsmoment 1!2 konstant und gleich dem Hauptträgheitsmoment Ilz ist. 
Angemerkt sei. daß die Bewegung nur dann eben bleibt. wenn die äußeren Kräfte und 
Momente nicht von den in (2.77) beschriebenen Richtungen abweichen. 
Ziel ist es. aus den Newton-Eulerschen Bewegungsgleichungen die unbekannten 
Geschwindigkeits- und Lagegrößen (Vi. 6l;) bzw. (1). Sli I sowie die unbekannten 
Schnittkräfte und -momente zu ermineln. Dazu eliminien man zunächst die unbe-
kannten Schningrößen und erhält in aller Regel Differentialgleichungen für die 
kinematischen Größen. Einsetzen der Lösung dieser Gleichungen liefen die Schnin-
größen in Abhängigkeit der Zeit Interessieren nur die kinematischen Größen. so kann 
der letztgenannte Schritt entfallen. 
Abschließend sei darauf hingewiesen. daß die Grundgleichungen zur Behandlung der 
S tat i k von Mehrkörpersystemen in den Newton-Eulerschen Bewegungs-
gleichungen (2.66) - (2.69) als Spezialfall enthalten sind. wenn man Vi = const. 
61, = 0 setzt. Damit folgt. daß sich ein Mehrkörpersystem im statischen Gleichge-
wicht. d.h. im Zustand der Ruhe oder gleichförmigen geradlinigen Bewegung befin-
det. wenn die Summe aller äußeren Kräfte und Momente für alle Körper verschwindet. 
/; = O.li = O. i = l(l)p. 
ßeispiel2.9 Be weg u n g S g lei c h u n gen für ein e n Eis e n b ahn rad s atz. Der 
Radsatz ist eine wesentliche Komponente von Schienenfahrzeugen, deshalb kommtden nachfolgend 
hergeleiteten Bewegungsgleichungen besondere Bedeutung zu. Betrachtet wird der CreieRadsatz von 
Beispiel 2.7. der jetzt massebehaftet ist. Der TrägheilStensor kann aus Beispiel 2.8 übernommen 
werden. Die R11dersollen ein übliches Profil aufweisen und stets im Kontakt mit den Schienen stehen. 
Die Schienen saJlen gerade und horizontal verlaufen und ebenfalls ein übliches Profil aufweisen. 
Lös u n g: Es werden die in Beispiel 2. 7 eingeführten KoordinatensystemeI. R. Z und K verwendet. 
Fig. 2.15. Der Herlcilung der Bewegungsgleichungen liegl das Freikörperbild Fig. 2.23 zugrunde.das 
Fig. 2.23: 
Freikörperbild eines Eisenbahnradsalzcs 
0' -v 20 -y 
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den RadsalZ in der Kontaktpunktebene (Koordinatensystem Z) zeigt. In den Kontaklpunktcn P,. Pr 
werden zwei weitere Koordinatensysteme 1ft . t~) und IP". e~ I angebracht,deren 2-Achscn tangential 
und deren 3-Achsen nonnalzum Radprofilliegen. Die 2J-Ebcnc der Systeme t~' stimml mit der 
t1. t/ ·Ebenc Obere in. Die Drchungsmatrizen zwischen den Systemen Z und I bzw. r lauten. Fig. 
2.23. 
SZl _ 8/1=[~ 0 -~öll. SZ,. - 8,., + 0 eö, eö, 
sö, eö, 0 - 58, 
Die Drchmalrix Sn iSI bereits bekannt. vgl. Beispiel 2.2. 
-syca 
cyca 
sa 
sysa ] 
-eysa . 
ca 
Damil folgen die Tr:lJ1s(ormationsmalrizen S" und SI,. 
- sye(a+ öd 
ore(a + ö,) 
s(a+ö, ) 
- syc(a - ö,) 
eye(a - ö,) 
s(a - ö, ) 
s~'l · eö, 
sys(a + öd ] 
-eys(a + ö,) . 
e(a + öd 
sys(a - ö,) ] 
-eys(a-ö,) . 
c(a-ö,) 
(I) 
(2) 
(3) 
(4) 
Hier zeigt sich der Vorteil der Verwendung von Elementardrehmatrizen. die eine einfache Zusam· 
menfassung der nacheinander ausgefuhncn Drehungen um die I-Achse mit den Winkc:ln a + 6, bzw . 
a - 0, gestauen. Die an den Rädern angreifenden K rar te und M 0 m e nie i n den K 0 n -
ta k I P unk I e n werden entgegengesctzl zu den Kontaklpunktkoordinaten angesetzt. vgl. Fig_ 
2.23: an den Schienen wirlc:en diese Schniugrößcn dann in Koordinatenrichtung. 
[
lu.' ] 
1/=- h .2 . 
1., [
I •. , ] 
I,' = - 1;~2 . (5) 
11 =-m (6) 
Die SchnittkräIte werden nun in das Inertialsystem I transformiert. 
[I,, ] [I"] 1/ =SII 1/ = I" . I/ =S" I: = 1,2 , nl hJ 
(7) 
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/" = -er /.,.\ + sre(a + 6,)/",2 - srs(a + 6,)/." 
/" = -sr /.,,\ - ere(a + 6,)/,1.2 + ers(a + 6')/01' (8) 
/,,= s(a+6,)/,I.2 - e(a+6,)/o1' 
I" = -er /".1 + sre(a - 6,)1 •. , - srs(a - 6,)1~ • 
I" = -sr 1.,/ - ere(a - 6,)1',2 + crs(a - 6, )I~ , 
1,,= s(a-6,)I.,,- c(a-6,)I~· 
(9) 
Die t r ans I a 10 r i s ehe n Be weg u n g s g ) eie h u n gen ergeben sich mir den Schniu-
kraften (8). (9) und dem Onsvcklor rl: & [x y zlT . vgl. Beispiel 2,7. in einfacher Weise zu 
nü =/"+1,,. 
my =/'2+/,2-
m: =/.,+I,,+k. k=mg. 
wobei m die Radsatzmasse bezeichnet. 
(10) 
(11) 
(12) 
Die r 0 I a tor i sc h e n B ewe gun g S g lei c h u n gen lassen sich im vorliegenden Fall 
zweckmäßig im Zwischensyslem Z mit Hilfe von (2.71) gewinnen. weil sich hier die Berechnung der 
Momente einfach gestalitt und die Trägheitsmomente wegen der Rotationssymmelric des Radsatzes 
konstant sind. Die äußeren Momente bezüglich des Schwerpunktes C ergeben sich aus den Schniu-
momenten 1/.1, und den Momenten der Schniukrafte /i. Ir zu 
(13) 
[
I" ] /Z = S"/' +p'l S" "= 1 c, , Cf J, ,2· 
I" 
(14 ) 
Die Onsvektoren pI,. pt, vom Schwerpunkt C zu den Kontaktpunkten P, bzw. P, können aus Fig. 
2.23 abgelesen werden. 
Die Ausrechnung von (13). (14) ergibl 
I" =[(a-~,)s6, +r,c6,] f"" +[(a-~, )c6, -r,s6,1 I .. . 
/n = so,i, - r / /'/.1 
11] = -co/I/ - (0- .6.a/) 1r',1 
tri =«0+6o,)so,+r,eo,] /',. 2 -[(0+fw,)eo,-r,so,J!N"' 
1,2 = -SO, I, 
I,) = - eß, I, 
- r, 1r,,1 
+ (0+.6.a,)/', .1 
(15) 
(16) 
(17) 
Zur Berechnung des Dralls und der DralllInderung. vgl. (2,71). benöligl man die Drehgeschwindig· 
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keiten At lK und", lz des Radsatzes K bzw. des Zwischensystems Z relativ zum Inertialsystem I. Aus 
Beispicl2.7. GI. (6), ist "'IK bekannt. Transfonnation in das Zwischensystem Z mit Hilfe von (2) 
ergibt 
[ cy sy 0] [C
y 
easy ~] [H OJ fk = S11", IK = -casy cacy sa sr -cacy sasy -sacy ca 0 -sa 
~~+s:-pl (18) 
yca 
Die Orehgeschwindigkeit 6t Tz des Zwischensystems folgt aus", lx filr ß ::; O. 
~&. =[y~a]. 
yca 
(19) 
GI. (19) l3.ßl sich auch unmittelbar aus Fig. 2.9. Beispiel 2.2. ablesen. Mit dem Tr!ighcilStcnsor 
IR = diag [I, I, 1,1 = tonsl bezüglich des Schwerpunktes C und dem Drall hR = IR ~~ folgt aus 
(2.71 ) 
oder explizit 
1I ä + I, y2 saca - hrca(-ß + rsa) = /11 + "1 • 
I, (ysa + a yca - ß) = I" + I" . 
I, (yca - 2a ysa) + I, a(-p + ysa) = I" + I" . 
(20) 
(21) 
(22) 
(23) 
1m folgenden sollen zwei FWIe unterschieden werden: a) der idealisiene Fan des rein kinematischen 
Rollens mit Punklkontakt und b) der wirklichkeitsnahe Fall des Rollens mir elastischem Kontakt 
a) 1m Fall des rcin kinematischen Rollens restchen zwischen den gewählten Koordin3lenx. y. z. a. ß. 
r zwei ge 0 m e I r i s ehe Z w 3 n g s b e d i n gun gen infolge des dauernden Kontaktes von 
Rad und Schiene in den Punkten ~. P,. Hinzu kommen drei kin e m a t i s c h e Z w a n g s . 
be d i n gun gen. abhängig vom BewegungsverlauL Für kegelfönnige oder geringfügig von der 
Kegelfonn abweichende Räder und rcchteckfönnige Schienen ergeben sich bei kleinen Drehungen 
und Verschiebungen des Radsatzes die in Beispiel 2.7. angegebenen fünf hotonomen Zwangs-
bedingungen (20) - (24). Der RadsalZ besitzt somit einen Freiheilsgrad. Oie sechs Bewegungs-
gleichungen (10) - (12) und (21) - (23) bestimmen einerseits die Bewegung und andererseits 
die unbekannten Schnittk.räfte. Im betrachteten FaJl verschwinden die Schnittmomente I,. I, weil 
Punktkonta.k:t vorliegl. Zur Berechnung der verbleibenden sechs unbekannten Reaktionskräfte 
/'1.1' /11,2 ./"; . /tr.I./u.l' /'" stehen nur fünf Gleichungen zur Verfügung. Das Problem ist somit 
einfach kin el i s c h u n b e s tim m t und kann ohne weitere Annahmen. wie I.B. eine quer-
elastische Achse. nicht gelöst werden. 
b) Im Fall des Rollens mit elastischem Kontakt werden üblicherweise für die Quer- und Ungs-
bewegungen des betrachteten Radsatzes je zwei Freiheitsgrade angenommen. die durch die Quer-
verschiebung y und den Gierwinkel rsowiedic Längsverschiebungx und den Winkel ßgekennzeich-
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oct sind. vgl. Law ,Cooperrider (2.4]. Die heiden geometrischen Bindungen (dauernder Kontakt in den 
Punkten P,. P,) bleiben als Zwangsbedingungen für die Venikalverschiebung z und den Rollwinkel 
a erhallen. Es gilt allgemein 
z = z(y) oder i = z'Y. z = z" 5'2 + z'y. (24) 
a = a(y) oder a = a'j ä = a" y' + a'Y. (25) 
wobei ( . V =:i d( . ) I dy gilt. Für die Ulngsbewcgung können weitere kinematische Zwangs-
bedingungen cingefOrut werden. Sie folgen aus der praktischen AufgabensteIlung und beziehen sich 
Ublichcrwcise auf die Fahrtbewegung des RadsalZes. z. B. konstante Vorwärtsgeschwindigkeit 
des Schwerpunktes. i:; Xo • \Ja. und damit konstante Winkelgeschwindigkeit um die Querachse. 
(J :; /Ja !ii !1 = Vo I ro. AnsieHe von Punktkontakl wird realistischer eine kleine Kontaklfläche m-
folge lokaler [)efonnationen vorausgesetzt. Die Schniugrößc::n ['/,1' ItI,2 .1/. f",I' 1",2 .1, lassen sich 
~nn in Abh!1ngigkeil der kleinen Schlupfbcwegungen zwischen Rad und Schiene berechnen. darauf 
wird später noch ausführlich eingegangen. Die NormaLkräfte /,,/. 1M hingegen folgen über die 
geometrischen Zwangsbedingungen aus den GI. (12) und (21). Als Näherungswert ergibt sich unter 
Vernachlässigung der TrlIgheitswirkungen (i - O. a - o. r - 0). 
J" + J" +!G =0. I" +1" =0. (26) 
Aus (26) mil (8). (9). (16) und (17) oder unminelbar aus Fig. 2.23 folgl für kleine Verdrehungen 
und Verschiebungendcs Radsatzes undklcincProfilneigungswinkel (0,. 0, < I) als roher Näherungs· 
wert für die Nonnalkräfte 
I 
Ittl - 2a [mga - 111,2 " - 1".2 " J. 
I 
IN - 2a (mga + /'1.2 " + 1",2 ',J. (27) 
AbschlJeßendsollcn die statischen Normalkräftc in den Kontaktpunklen p,. P, für die NominaUage bei 
gleichen Radprofilen (Neigungswinkel 0/ = 0, = 00. Rollradien 'I:e " = '0) und verschwindenden 
KontakLkr!1.ften berechnet werden. Aus dem Kräftcgleichgewicht in vertikaler Richtung folgt soforl. 
Fig.2.23. 
f - f - ( - mg ,J.O - N.O - ) .. 0 - 2 < 
cos uo 
(2&) 
Die entsprechenden Slarischen RadIasien sind betragsgleich. aber enlgegengesetzl gerichle!. GI. (28) 
slimml für Öo < I mil (27) überein. 0 
Beispiell.lO T r!l g h c i t s k r!l f t e bei ein c m Mag n c t s c h web e fa h r z eu g. Ein 
MagnclSChwebcfahrzeug (Masse m = 120 I) fährt bei einer geographischen Breite q'J unter einem 
Kurswinkel lj/( ffJ = 55° . lj/ = 0°) zunachst auf einer geraden horizontalen Strecke. Anschließend 
durchfährt es einen vertikalen Übergangsbogen (Radius T = 20 km). der in eine konstante Steigung 
von 35%. (Sleigungswinkel ß ~ lalIß = 0.035) einmündeI. Die Fahrgeschwindigkeil berr.tgl durch-
weg v = 400 km! h = 111 mls. 
Man berechne die auf das Fahrzeug ausgeübten Trägheitswirkungen 
a) auf der horizontalen Strecke durch die Corioliskrttfte infolge der Erddrehung. 
b) im Übcrgangsbogen bei Vernachlässigung der Erddrchung. 
Lös u n g: Die Lösung erfolgl ausgehend vom Impulssalz (2.72) . 
(I) 
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wobei alle Koordinaten auf das bewegte Referenzsystem R bezogen sind. Im vorliegenden Fall wird 
das fahrzeug insgesamt als Starrkörpcr (i = 1) mit der Masse mangesehen. 
a) Zur Berechnung der Corioliskr!1f1c infolgc der Erddrchung wird ein erdfestes Rcfcrcnzsyslcm 
R verwendet. dessen Ursprung OR sich 3m momentanen Ort des Fahrzcugschwcrpunklcs C befindel. 
Die Drehgeschwindigkcil CI) f belr!lgl bei der geographischen Breile fP. Fig. 2.243), 
"'§ = I"'E CO, 'I' 0 -"'E'in'l'IT. (2) 
wobei (J)f: = 7.27 · 1O- j 5- 1 die Erddrchgcschwindigkcil ist. 
01 
bl 
p , 
P Fig.2.24: 
"",....'--" Trtighcitslaäftc an einem Magnc15Chwcbc-
fahrzeug. 
eR 3) erdfestes Rcferenzsyslcm. 
3 - v b) fahrl..cugfcslcs Rc[ercnzsystcm 
Die relative fahncuggcschwindigkeit Tl. ergibt sich mil dem Kurswinkel Ijfzu 
;f,=[VCOSYl -vsinyt O]T . 
Damit folgt die auf das Fahrzeug wirkende CorioJiskrafi lCo,' 
''I' 
o 
C'I' 
Für Ij/= O. d.h . Fahrt in Nordrichlung. folgl als einzige nichlverschwindende Kraftkoordinalc 
leer .2 = 2m U W E sin q> = 1.586 k.N : 
(3) 
(4) 
(5) 
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sie belrllgl nur 1,35%0 des Fahrzeugeigengewichtcsfc;;; mg. Es sei angemerkt . daß die auf ein Fahr-
zeug wirkende Horizontalk.omponente der Corioliskraft auf der Nordhalbkugcl in Fahrtrichtung 
gesehen stelS nach rechts gerichtet ist. 
b) FUr die Betrnchtung im Übergangsbogen wird ein fahrz.eugfcsles Referenzsyslem R verwendet. 
dessen Ursprung 0. sich im Faluzeugschwerpunkt C befindet. Fig. 2.24 b). Die Drehgeschwindigkeit .,e betragt 
.,ß =10 ., OIT. co= vlr=eonst. 
Als Trägheitskr.lftlr aus der Führungsbewegung folgt wegen rl. ;0 O • 
• 
".". 'T Ir =-m, •. '. =(0 0 -v Irl . (7) 
wobei die Ftihrungsbeschleunigung T, gleich der BahnnormalbeschJeunigung ist. Als einzige nicht-
verschwindende Kraftkoordinate ergibt sich 
In = mv' Ir=73.9kN. (8) 
Sie betrllgt6.28 % des Fahneugeigengewichteslc = mg. Bei einem MehrkOrperfaluzeug. i = I (I) P. 
mit kleinen Abmessungen. irR. I « r. und geringen Relativgeschwindigkeilen, ItR.\ « v, läßt sich 
abschätten. daß der dominante Anteil der Trägheit.skräfte wie beim Einkörperfahrzeug aus der 
Führungsbcschleunigung'R resultiert. 
I'R ••• Jr. :=: -m,' • . (9) 
Für alle TeilkOrper wirkt diese Trllgheitskr.lft wahrend der Dun:hfahn dun:h einen vertik-
len Übcrgangsbogen wie ein Zusatzgewicht. Im vorliegenden Beispiel beträgt die Höhe 6.28% 
des jeweiligen Eigengewichtes. Die Zeitdauer dieser Wirkung ist allerdings nur kurz. I = 
!=ßr =6.3Is. 0 
co v 
2.3.3 Prinzipe von d' Alembert und Jourdain 
In den Newlon-Eulerschen Bewegungsgleichungen tritt stets die Summe aller auf den 
betrachteten Körper i wirkenden äußeren Kräfte/; bzw. äußeren Momente I; (für einen 
bestimmten Momentenbezugspunkt) auf. Die infolge der Bindungen auftretenden 
Reaktionskräfte und -momente werden dabei nach Anwendung des Schnitlprinzips 
als äußere Kräfte bzw. äußere Momente berücksichtigt und - da sie apriori nicht 
bekannt sind - zunächst aus den Bewegungsgleichungen eliminiert. Dieses Vorgehen 
ist bei Mehrkörpersystemen aufwendig. Daher werden im folgenden Prinzipien 
dargestellt. die auf Bewegungsgleichungen führen, in denen die Reaktionskräfte und 
-momente nicht auftreten. Dazu unterteilt man die wirkenden Kraftgrößen in 
ein ge prä g t e Kräfte !;(d und Momente I;') sowie R e akt ion s kräfte!;(r) 
und -momente 11'>' Letztere leislen infolge der Bindungen keine virtuelle Arbeit. 
p 
OW' = L (f,(rlT or; + l!rlT ös,) = O. 
;= I 
(2.8 I) 
wobei die virtuellen Bewegungen or;. os; durch (2.50) gegeben sind. GI. (2.81) ent-
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spricht einer ver a I I g e m ein e r t e n 0 rt h 0 gon a I i t ä t s b e z i e h u n g. 
Dies zeigt sich auch. wenn man zu verallgemeinenen Koordinaten y übergeht und 
verallgemeinene Reaktions- oder Zwangskräfte 8j.j = l(l)q. einfühn. Die Zahl der 
verallgemeinenen Zwangskräfte entspricht der Zahl q der Zwangsbedingungen. und 
ihre Richtung ist onhogonal zu den vinuellen Bewegungen. Faßt man die verallgemei-
nenen Zwangskräfte 8) zur globalen q x I-Spaltenmatrix g. kurz Vektor der 
ver a lI g e m ein e rt e n R e akt ion s k räf t e genannt. zusammen. 
(2.82) 
so lassen sich die lokalen Reaktionskr'.ifte und -momente durch die verallgemeinenen 
Zwangskräfte ausdrücken. ähnlich wie in der Kinematik die lokalen Lagegrößen 
durch verallgemeinene Koordinaten dargestellt wurden. vgl. (2.40). 
(2.83) 
Unter Verwendung der Zwangsbedingungen 'Pr vgl. (2.34). lassen sich die lokalen 
Reaktionsgrößen explizit in Abhängigkeit von 8) darstellen. vgl. Schiehlen [2.3J. 
(2.84) 
i=I(I)p. 
(2.85) 
Faßt man die Zwangs bedingungen 'P) zur q x I-Spaltenmatrix rp zusammen und fühn 
die 3 x q-Funktionalmatrizen Fr •• FRi ein. 
T _ iJq> _ iJIjI iJx 
FRi - ~ T - ~ T -. T • 
uS, oX os; 
so folgt mit (2.84). (2.85) und (2.50) aus (2.81) 
p 
OW' = gT L (F!. Sr; + F}.Osi) 
;= I 
(2.86) 
(2.87) 
(2.88) 
Ordnet man schließlich noch die Funktionalmatrizen in der globalen 6p x q-Ver-
teilungsmatrix Q bzw. der globalen 6p xl -Jacobimatrix J des Mehrkörpersystems 
an. 
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Q = [Fit ......... F;j, FIt .. .. .... . Fl"lT , 
1= [lt, ...... .. . ltp 11, ...... ... Jlp lT , 
so ergibt sich aus (2.88) die Orthogonalitätsbeziehung 
QTI=JTQ=o, 
(2.89) 
(2.90) 
die später zur Berechnung der Reaktionskräfte noch benötigt wird. Die Ortho-
gonalitätsbeziehung gilt sowohl bei Verwendung kartesischer Koordinaten, vgl. 
(2.81), als auch für verallgemeinene Koordinaten, vgl. (2.88). Die vi r tue 11 e 
A r bei t der Reaktionskräfte und -momente verschwindet also stets, unabhängig 
von der Wahl der Koordinaten. Diese Aussage ist sehr weitreichend und hat für aUe 
mechanischen Systeme Gültigkeit. Nach diesen Vorbereitungen kann das d' Ale m -
b e r t s c h e P r i n z i p für Mehrkörpersysteme angegeben werden. Es folgt aus 
den Newton-Eulerschen Bewegungsgleichungen (2.66), (2.67) bzw. (2.68), (2.69), 
wenn man die äußeren Kräfte und Momente aufspaltet, 
(2.91) 
und die Orthogonalitätsbeziehung (2.81) beachtet, 
p 
L [(m;';; - J/'»)T c5r; + (l;tJ; +w; 1;01; -li'»)T c5s;l = 0 . (2.92) 
i=l 
Für holonome Mehrkörpersysteme ist das d' AJembensche Prinzip zusammen mit 
dem Gegenwirkungsprinzip (actio = reactio) äquivalent zu den Newton-Eulerschen 
Bewegungsgleichungen. Der Voneil liegt darin, daß die Reakrionskräfte und 
-momente nicht mehr auftreten. Als Spezialfall folgt aus (2.92) für v ; = const, 01; = 0 
das P r i n z i p der v i rt u e Il e n A r bei t für Mehrkörpersysteme, 
p 
c5W' = L [f/,IT c5r; + I;(,)T c5s; 1 = 0 . 
;=1 
(2.93) 
Es besagt, daß die gesamte vinuelle Arbeit der eingeprägten Kräfte und Momente an 
einem ruhenden oder in gleichförmig geradliniger Bewegung befindlichen Mehr-
körpersystem verschwindet. Das Prinzip der vinuellen Arbeit kann als allgemeines 
Prinzip der S tat i k angesehen werden. 
Analog zum Prinzip von d' Alemben läßt sich das Jourdainsche Prinzip für Mehr-
körpersysteme angeben. Ausgangspunkt ist hier die Tatsache, daß die v i r tue 11 e 
Lei s tun g der Reaktionskräfte und -momente verschwindet, 
p 
c5P' = L [J/'IT c5'v; + 1r'IT c5'0I;l = 0 . (2.94) 
;=1 
Die darin auftretenden virtuellen Geschwindigkeiten c5'v;,c5'OI; 
sind analog zu den vinueUen Bewegungen definien. Es sind beliebige, infinitesimal 
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kleine und mit den Bindungen verträgliche Geschwindigkeitsgrößen des Sy-
stems, wobei sowohl die Lage als auch die Zeit als fest angesehen werden. Das Symbol 
8' hat die Eigenschaften 
8'11; '" 0, 8'",; '" 0, 8'1)" 0, 8's;" 0, 8', '" o. (2.95) 
Ansonsten entspricht das Symbol 8' einem Differential. Das 10 u r d a ins ehe 
p r i n z i p flir Mehrkörpersysteme lautet 
p 
L [(m;v, _Ji'l)T 8'1I;+(I;t.i;+tJ;I;",;-I!'Y 8'",;)=0 . (2.96) 
i=1 
Wie beim d' Alcmbertschen Prinzip erscheinen keine Reaktionskräfte und -momente. 
An die SteUe der vinueUen Bewegungen treten jedoch die vinueUen Geschwindigkei-
ten, womit sich die oft mühsame Bestimmung vinueUer Drehungen erübrigt Die 
Voneile des lourdainschen Prinzips zeigen sich bei der Behandlung nichtholonomer 
Systeme, vgl. Schiehlen [2.3), sowie bei holonomen Systemen mit kinematischen 
Bindungen, die in der Fahrzeugtechnik häufig auftreten. In der amerikanischen 
Literatur ist das lourdainsche Prinzip auch unter der Bezeichnung .. Kane 's equations" 
bekannt. Bei der Anwendung der beiden vorgenanmen Prinzipe wird das betrachtete 
Mehrkörpersystem global betrachtet. Die einzelnen Körper brauchen nicht wie bei der 
synthetischen Methode freigeschniuen zu werden. Man bezeichnet die Anwendung 
der Prinzipe als analytische Methode zur Herleitung der Bewegungsgleichungen. 
2.3.4 Energiebetrachtungen und Lagrangesehe 
Bewegungsgleichungen 
Eine weitere Alternative zur Herleitung der Bewegungsgleichungen nach der synthe-
tischen Methode, also der Anwendung von Impuls- und Drallsatz, stellt die ana-
lytische Methode von Lagrange (1788) dar. Die resultierenden Lagrangeschen 
Bewegungsgleichungen basieren auf Energieausdrücken. 
Die kin e t i s ehe E n erg i e T eines starren Körpers K mit den Triigheitsgrößen 
{m,lc} und den absoluten Geschwindigkeitsgrößen {IIC, '" I lautet 
1 2 I 
T=-muc +-'" · Ic·'" 2 2 ' (2.97) 
mit dem Schwerpunkt C als Bezugspunkt. Die kinetische Energie setzt sich aus der 
Translations- und Rotationsenergie zusammen. Sie ist eine skalare Größe; die einzel-
nen Energieanteile dürfen deshalb auch in unterschiedlichen Koordinatensystemen 
berechnet werden. 
Die kinetische Energie eines Mehrkörpersystems, bestehend aus den Körpern 
K;, i = l(l)p, setzt sich aus den Energieanteilen der Einzelkörper zusammen. Als 
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Bezugspunkt wird zweckmäßig der Schwerpunkt C; der Körper Ki gewählt. Stellt man 
einheitlich alle Größen im Inenialsystem 1 dar, so fOlgt 
I P T = 2 i~t [(v!)T mi v ! + (61!)T I! 6l!1. (2.98) 
Istdie von den eingeprägten Kräften geleistete Arbeit unabhängig vom durchlaufenen 
Weg, so haben die Kräfte ein Pot e n t i alU und sind daraus herzuleiten, 
/(t) = -gradU , (2.99) 
wobei U eine skalare Ortsfunktion darstellt. Kräfte, die (2.99) genügen sind energie-
erhaltend und heißen deshalb k 0 n se r v a t i v. Nichtkonservative Kräfte verän-
dern die mechanische Gesamtenergie; sie heißen dis s i p a t i v, wenn sie Energie 
verzehren. Beispiele konservativer Kräfte sind Gewichtskräfte k = mg und Feder-
kräfte /F = -h. Die zugehörigen Potentiale lauten 
UG =mgz, 
I 
UF =_ks2 
2 ' 
(2.100) 
wobei die Koordinate z die Venikalverschiebung des Schwerpunktes C der Masse m 
in RiChtung der Fallbeschleunigung g kennzeichnet und s die Längenänderung der 
Feder mit der Federkonstante k darstellt. Die Potentiale sind nur bis auf eine additive 
Konstante bestimmt, d.h. der Potentialnullpunkt kann beliebig festgelegt werden. Die 
pot e n t i e II e E n erg i e U eines Mehrkörpersystems ergibt sich als Summe der 
Teilpotentiale Uj' U = rU, . Enthält ein Mehrkörpersystem nur konservative Kräfte, 
so heißt das System konservativ (energieerhaltend). Für solche Systeme gilt der 
Ene rgieerh al tu ngssatz 
T+U = To+Uo = const. (2.101) 
Der Energieerhaltungssatz kann aus dem Impuls- und Drallsatz durch Integration 
hergeleitet werden, [2.11, geht also nicht über die Aussagen der Grundaxiome hinaus. 
Die Anwendung des Energieerhaltungssatzes auf konservative Systeme mit einem 
Freiheitsgrad ist dann voneilhaft. wenn die Verknüpfung von Lage- und Geschwin-
digkeitsgräßen untersucht werden soll. Sind beispielsweise zwei unterschiedliche 
Systemlagen bekannt, so läßt sich mit Hilfe von (2. \01) immer eine fehlende Ge-
sChwindigkeitsgröße berechnen. 
Energieausdrücke können auch zur Herleitung der Bewegungsgleichungen Verwen-
dung finden. Dies soll im folgenden für ein Mehrkörpersystem mit holonomen 
Zwangsbedingungen gezeigt werden. Im Gegensatz zur synthetischen Methode 
werden die einzelnen Körper nicht freigeschnitten, sondern das System wird als 
Ganzes betrachtet. Nun werden verallgemeinene Koordinaten Yb k = 1(1)[, gewählt. 
Damit lassen sich die bisher verwendeten Lage- und Geschwindigkeitsgräßen {r,(/), 
Sli(/)}, {v i(/), 6lIi(/)}, in Abhängigkeit von Yt(t) und >'tU) darstellen, 
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1- l(y') 1_ l(y ' ) v, -lI j bYk. CI) iI- 6J Ji bYt . 
(2.102) 
i = 1(I)p, k = 1(1)1 . 
(2.103) 
Des weiteren kann die kinetische Energie T des Mehrkörpersystems durch Einsetzen 
von (2.102), (2.103) in (2.98) in Abhängigkeit von Yt(t), »t(t) beschrieben werden, 
T = T(Yb »t). (2.104) 
Die eingeprägten Kräfte 1/') und Momente I)<) lassen sich in die Richtung der ver-
allgemeinenen Koordinaten projizieren und zu verallgemeinenen Kräften qt zusam-
menfassen. 
qt = f [(ar/)T 1;«)1 +(as!)T 1;<)/], k = 1(1)1 ' 
;=1 aYt aYt 
(2.105) 
wobei (ar/ / aYt) T und (as! / ayt) T als Zeilen der Jacobimatrizen (2.44) die jeweili-
gen Anteile kennzeichnen. Die verallgemeinenen Kräfte qt können auch aus der 
Zerlegung der gesamten, von den eingeprägten Kräften 1;«) und Momenten I)<) am 
System geleisteten vinuellen Arbeit OW< gewonnen werden, 
(2.106) 
Aus (2.106) erkennt man, daß die verallgemeinenen Kräfte aus eingeprägten physi-
kalischen Kräften bzw. Momenten gebildet werden, je nachdem, ob die zugehörigen 
verallgemeinenen Koordinaten Yt Wege oder Winkel sind. Reaktionskräfte und 
-momente treten nicht auf. 
Mit den Größen T = T(Yb :h) und qt = qt(l) ergeben sich die Lag r an g e· 
sc h e n Be weg u n g s g lei c h u n gen 2. Art, vgl. z.B. [2.11, 
~ (aT) _ aT = qt, k = 1(1)1 . 
dt aYt aYt 
(2.107) 
Zur Ermittlung der Bewegungsgleichungen nach (2.107) sind im wesentlichen for-
male panielle Differentiationen der skalaren Funktion T(yb »t) durchzuführen. Bei 
der totalen Differentiation d( . ) / dl sind a II e zeitabhängigen Größen zu erfassen . 
Die Anzahl 1 der resultierenden Bewegungsgleichungen ist gleich der Zahl der 
Freiheitsgrade und damit gleich der Zahl der verallgemeinenen Koordinaten Yt, es 
treten also keine überzähligen Gleichungen auf, wie bei der synthetischen Methode. 
Die Lagrangeschen Gleichungen 2. An erlauben allerdings keine Berechnung der 
Reaktionskräfte. 
Für konservative Systeme lassen sich dieeingeprägten Kräfte nach (2.99) -und analog 
auch dieeingeprägten Momente - aus einem Potential berechnen. Dies gelingt auch für 
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die verallgemeinenen Kräfte, wenn man die potentieUe Energie U als Onsfunktion in 
Abhängigkeit der verallgemeinenen Koordinaten Yt darstellt, 
(2.108) 
Dann gilt 
ac = _ iJu 
'V iJyt . (2.109) 
Mit (2.109) folgen aus (2.107) die Bewegungsgleichungen in der Fonn 
~ (iJr)_ iJr + iJU = O. k = 1(I)f . 
dr iJYt iJYt iJYt 
(2.110) 
Fühn man die Lag r a n g e fun k t ion L = r - U ein, auch kinetisches Potential 
genannt, so nehmen die Bewegungsgleichungen (2.11 0) eine besonders einfache 
Fonn an, 
d (iJL) iJL - - --=0 , L=r-U, k=I(I)f. 
dr iJYt iJYt 
(2.111) 
Bei manchen Anwendungen ist es voneilhaft, nicht veraUgemeinene Koordinaten 
Yk, k = 1(1)f, sondern überzählige Koordinaten y" j = 1(I)f +r, zu verwenden. Zwi-
schen den überzähligen Koordinaten bestehen r geometrische Zwangs bedingungen 
I{Jn, 
(2.112) 
Die Bewegungsgleichungen lassen sich dann, ausgehend von r = r(y" Sj), l[j = 
l!j(r), mit Hilfe von r Lagrangeschen Multiplikatoren An, n = 1(I)r, darsteUen, 
i. (~~ J - ~~ = qj + i An :~n, j = 1(I)f + r . 
dr aYj 0Yj n=1 0Yj 
(2.113) 
Damit liegen f + 2r Gleichungen (2.112), (2.113) zur Bestimmung von f + 2r 
unbekannten Größen Yj, An vor. GI. (2.113) steUt eine Verknüpfung der Lagrange-
sehen Gleichungen I. und 2. An dar, [2.1]. 
Abschließend sollen noch einige nützliche Begriffe aus der analytischen Mechanik 
angegeben werden. Der Ausdruck iJr I iJYt wird als ver a 11 gern ein e r t e r 
I m pul s Pt bezeichnet, 
(2.114) 
Desweiteren bezeichnet man eine verallgemeinene Koordinate als z y k I i s ehe 
K 0 0 r d i na t e, Yt = Yl, wenndiekinetischeEnergieunabhängigvonYl ist und die 
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zugehörige verallgemeinerte Kraft verschwindet. oder im Fall eines konservativen 
Systems sowohl die kinetische als auch die potentielle Energie unabhängig von Y: 
sind: 
yl ist zyklische Koordinate. wenn 
oT !iM = 0 • qI = 0 oder oT I oyI = 0 • oU loyI = 0 . (2.115) 
Mit diesen Definitionen folgt unmittelbar aus den Lagrangeschen Gleichungen 
(2.107) bzw. (2.110). daß zu jeder zyklischen Koordinate y: ein konstanter verallge-
meinerter Impuls pI. ein sogen. erstes Integral der Bewegungsgleichungen gehört. 
Yt = YI ~ pI = ~r. = const. 
"Yt 
(2.116) 
Physikalisch bedeutet dies. daß in Richtung zyklischer Koordinaten Impuls- oder 
Drallerhaltung gegeben ist. Bei Anwendungen lassen sich zyklische Koordinaten in 
einfacher Weise erkennen und damit die Integration der zugehörigen Bewegungs-
gleichungen vereinfachen. Bei konservativen Systemen ist ein weiteres erstes Integral 
in Form des Energieerhaltungssatzes T + U = const. gegeben. 
Beispiel 2.11 La g r a n g e sc heB ewe gun g s g lei c h u n gen f Ure i n Aus-
gl e ich s g e tri e b e. Das in Fig. 2.25 dargestellte Ausgleichsgetriebe wird bei Straßenrahr-
zeugen eingesetzt. um die ~i Kurvenfahrt auftretenden Orchwinkelunterschiede der Rader auszu-
gleichen. Es besteht aus dem Antriebsrad 1. dem Tellerrad 2.dcn beiden Abtriebsr!ldem 3 und4 sowie 
den Ausgleichsrädern 5 und 6. Die Masscnlrllgheitsmomente um die jeweiligen Drehachsen ein-
schließlich der angekoppelten Drehmasscn sind I,. i = I( 1)6. Rad I wird durch das Moment MI 
angetrieben. An den beiden Abtriebsrädem 3 und 4 wirken die Lastmomente M) bzw. M4 Für dieses 
Getriebe sind die Lagrnngeschen Gleichungen herzuleiten und der Fall a) des gleiChförmigen Laures 
sowie der Fall b) einer plötzlichen Lasl!1nderung zu diskutieren. 
"'1 M1 , , 
1 
I/J 
Fig.2.25: 
Ausgleichsgetriebe 
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Lös u n g: Die HerleilUng der Bewegungsgleichungen nach Lagrange erfolgt zweckmäßig in fünf 
Schritten. 
1. Sc h r i t I: FCSlSlcllcn der Zahl! der Freiheitsgrade und Wahl verallgemeinerter Koordinaten. 
Das vorliegende Ausgleichsgetriebe hat f:;;; 2 Freiheitsgrade. Dies erkennt man durch gezielle 
Wegnahme eines Freiheitsgrades. Wenn beispielsweise das Ablriebsrad 4 blockiert wird, entslehtein 
zwangsläufiges Getriebe mit einem Freiheitsgrad. Bei nichlblockienen Rädern liegen entsprechend 
zwei Freiheitsgrade vor. AJs verallgemeinerte Koordinaten wählt man zweckmäßig die inleressieren-
den Drehwinkel f./'J und 'P .. der Abtriebsräder. Die resllichen Drehwinkellassen sich untcr Verwen-
dung der ÜbersetzungsverblUtnisse ar j = 1. 2, durch die Winkel 'P" 'P4 darsIelIen, 
'PI = a1 'P2 ' 
I 
'P2 = 2('P' + 'P.), 
'P, = a,('P, - 'P4) , 
'P. =a,('P. -'P,). 
(I) 
Man erkennt. daß sich fur ~) = ~" (Geradeausfahrt) die Ausgleichsrädernichl um ihre Achsen drehen. 
wohl aber zusammen miedern Tellerrad2 bewegl werden. Für diesen FalJ gilt 9'1 = 'Pl = 'P. = tp) 10). 
2. S c h r i ll: Berechnung derkinetischen Energie T.lm vorliegenden Beispiel läßl sich die gesamte 
kinetische Energie als Rotalionsenergie darsteUen. 
I • T=-LI, ~,2 . 
2 ._1 
(2) 
Unter Verwendung von (I) kann die kinetische Energie in Abhängigkeit der verallgemeinerten 
Geschwindigkeiten ~) und ~4 angegeben werden. 
I[or. ' 1 I , '2 '21 T=- h-('P,+'P4) +I,-('P,+'P,) +f,'P, +1.q,4 + 
2 4 4 
+ l:sal(~) - tP.)2 +/601(tP4 - tP)2]. 
Setzl man aus Symmetriegrilnden I, = I, und I, = I. , so (olgl aus (3) 
T = ~A(q,l + q,l>+ Bq" q,4 , 
mit den Abkürzungen 
li o? /1 2 A=--+-+/) +21502_ 
4 4 
wobei offensichllich A> B gilt. 
(3) 
(4) 
(5) 
(6) 
3, S ehr i I t: Berechnung der potentiellen Energie U bzw. der verallgemeinerten Kräfte ql;. Die 
verallgemeinenen Kräfte folgen in bequemer Weise aus den am System geleisteten virtuellen 
Arbeiten. 
(7) 
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wobei die virtuelle Anlricbsarbeit positiv und die virtuelle Abtriebsarbcit negaliv gezählt wird. Mit 
'PI ; i ('I'J + '1',) erhlUl man aus (7) 
ÖW' ; M, !!L( ötp, + ötp,) - M, ötp, - M, ötp, 
2 
= (MI ~ - MJ )0<1'.\ +( MI T- M4 )0<1'4' 
Damit ergeben sich die verallgemeinerten Krtlflc 
qJ "" MI ~I - M). q4:;: MI!f - Mol . 
(8) 
(9) 
4. S ehr i t I: Berechnen der Lagrangeschen Bewegungsgleichungen. Aus der allgemeinen Vor-
schrifl 
:,u;.)- :;. ; q,. * ;3.4. (10) 
folgen mit (4) (ao;. ; o. * ; 3. 4) und (9) unmillelbar die Bewegungsgleichungen 
.. .. I 
A fPl + Btp4 :;: 2' MI Ql - M) • (11) 
B" A" IM M 9'3 + <Pol = '2 1 at - ". (12) 
wobei die Momente üblichcrwcisc in der Form MJ = M J (tP/ ). J :;: I. 2. gegeben sind. 
5. S ehr i t I: Lösung der Bewegungsgleichungen und Interpretation der Lösung. Obwohl die 
LOsung der Bewegungsgleichungen (11).( 12) bei gegebenen Momenten M, ; M,(fp,) im allgemei-
nen nur auf numerischem Wege möglich iSI.lassen sich die eingangs gestellten Fragen beantworten. 
Fall a): Ein gleichförmiger Lauf (stationäre Geradeausfahn) liegt vor. wenn die Drchgeschwindig-
keiten konstant sind. q,) "" q,30 = const.. q,~ = tP40 = consl. Damit verschwinden die Drchbcschleuni-
gungen. fP} = o. fP~ = O. und aus (1 J). (12) folgen die Momentenbcziehungen 
(13) 
Fall b): Die Auswirkungen einer plötzlichen Last!lnderung. ausgehend vom gleichfönnigcn Lauf. 
können qualitativ abgeschätzt werden. Die Gin. (11). (12) lasscn sich nach den Drehbcschleunigun-
gen auflösen. 
I 
-M, a,(A - B) - AM, + BM, 
.. ...2 __ ---::---.:-__ _ 
tp} = - A2 _ 82 (14) 
I 
-MIQ\(A - B)- AM4 + BM) - 2 tp4;---------A~'-_--B7'------- (15) 
Bei gleichförmigem Lauf (MI = M,o. j = I. 3. 4) verschwinden jeweils die linken und rechten Seiten 
in (14). (t 5). Nimmt man nun eine plötzliche Last!l.nderung in der Fonn 
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MJ = MYJ - MI) 
an. hervorgerufen z.B . durch eine plölZliche Minderung der Reibungsverhältnisse am Reifen der 
Abtriebswelle 3. so erhäh man aus (14). (15) 
"' .. _ AMI, 
9'3- A2_B2 ' 
"' .. _ -BMI, 
f1'4- A2-Bz' (17) 
Dies bedeutet wegen A 2 > 82 eine Beschleunigung des Abtriebsrades 3 (Durchdrehen des Reifens 
bei Rad 3) und eine Verzögerung des Abtriebrades 4 (Blockieren des Reifens bei Rad 4). Bei extre-
men Laständerungen dieser Art kann ein Fahrzeug ins Schleudern gernten. 0 
2.4 Bewegungsgleichungen für Mehrkörpersysteme 
In Abschnitt 2.3 wurden zwei Methoden zur Herleitung der Bewegungsgleichungen 
angegeben, die synthetische Methode nach Newton-Euler und die analytische Metho-
de nach d'Alembert, Jourdain bzw. Lagrange. Die Herleitung der Bewegungsglei-
chungen nach Newton-Euler und Lagrange ist ntit den jeweils wesentlichen Schritten 
als Blockdiagramm in Fig. 2.26 dargestelIt. Gemeinsamer Ausgangspunkt ist das der 
AufgabenstelIung entsprechende Ersatzsystem. Gemeinsames Ergebnis sind die 
Bewegungsgleichungen; sie sind stets äquivalent und bei gleichen (verallgemeiner-
ten) Koordinaten identisch. AlIerdings ist der jeweilige Aufwand bei gleicher Auf-
gabenstelIung unterschiedlich groß. Bei der Herleitung der Bewegungsgleichungen 
nach Lagrange ergeben sich im allg. durch den Term ! (::: ) mathematische Aus-
drücke, die durch den Term ~T wieder kompensiert werden. Dies bedeutet einen 
° YJ 
unnötigen Rechenaufwand, der bei der Vorgehensweise nach Newton-Euler nicht 
auftritt, vgl. Schiehlen [2.3). Andererseits erforden die Herleitung der Bewegungs-
gleichungen nach Newton-Euler die Elimination der Reaktionskräfte und -momente, 
die bei der Vorgehensweise nach Lagrange nicht erscheinen. Dieser Methoden-
vergleich zeigt, daß beide Vorgehensweisen Nachteile besitzen. Im nachfolgenden 
Kapitel wird deshalb ein Formalismus angegeben, der diese Nachteile vermeidet und 
überdies die Berechnung der Reaktionskräfte und -momente erlaubt. 
Die resultierenden Bewegungsgleichungen sind stets gewöhnliche Differentialglei-
chungen; ihre Form ist vom Typ des Mehrkörpersystems abhängig. Man unterscheidet 
i d e ale S y s te m e und nie h t i d e ale S y s t e m e je nachdem, ob die 
eingeprägten Kräfte und Momente von den Reaktionskräften und -momenten unab-
hängig sind oder nicht. Beispielsweise sind Gewichts-, Feder- und Dämpferkräfte von 
den Systemreaktionen unabhängige eingeprägte Kräfte, während Gleitreibungskräfte 
und die in der Fahrzeugtechnik häufig auftretenden schlupfabhängigen Kontaktkräfte 
von den Reaktionskräften (Normalkräften) abhängige eingeprägte Kräfte sind. 
Innerhalb der Klasse der idealen Systeme unterscheidet man zwischen ge w ö h n -
I ich e n und a ll gern ein e n Mehrkörpersystemen. Gewöhnliche Mehrkörper-
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Ersatzsystem 
Koordinatensysteme. Geometrie- und Trägheitsparameter 
Herleitung der Bewegungsgleichungen nach 
Newton-Euler Lagrange 
I I 
Freischneiden Betrachtung des 
der Köper Ki. i = l(l)p. Gesamtsystems. 
Schnittkräfte und -momente Systemabgrenzung 
Lage- und Systemfreiheitsgrade [. 
GeschwindigkeitsgröBen verallg_ Koordinaten 
{".Sli}. {v;.6J;} Yj. j = 1(1)/ 
Äußere Kräfte Kinetische Energie T 
und Momente fi .1; T = T{yj. Yj) 
Impuls- und Drallsatz Verallgemeinene Kräfte qj. 
mj v., = f; potentielle Energie 
Ij td; + wj1j 6J i = ,; U = U(Yj).q, = -au I aYj 
Elimination der Lagrangesche Gleichungen 
Reaktionskräfte 
d(aT) aT und -momente dt aYj - aYi = qj. 
j = 1(1)/ 
Bewegungsgleichungen 
Fi .2.26: g 
Herleitung der Bewegungsgleichungen für MehrkölJICrsysteme nach Newton-Euler und Lagrnnge 
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systeme ergeben sich bei holonomen Zwangsbedingungen und eingeprägten Kräften, 
die nur von den Lage- und Geschwindigkeitsgrößen abhängen; sie lassen sich stets als 
System von gewöhnlichen Dgln. zweiter Ordnung darstellen. Bei nichtholonomen 
Zwangsbedingungen und/oder allgemeineren Kraftgesetzen liegen allgemeine Mehr-
körpersysteme vor. 
Die Bewegungsgleichungen eines gewöhnlichen Mehrkörpersystems lauten 
M(y, t) jet) + k(y, y, t) = g(y, y, t) . (2.117) 
Darin ist y der I x I-Lage vektor (Spaltenmatrix) der verallgemeinerten Koordinaten, 
M die symmetrische I x /-Massenmatrix, k der I x I-Vektor der verallgemeinerten 
Kreiselkräfte, der die Coriolis- und Zentrifugalkräfte sowie die Kreiselrnomente 
umfaßt, und g der I x I-Vektor der verallgemeinerten Kräfte. Die Bewegungs-
gleichungen gewöhnlicher Mehrkörpersysteme ergeben sich nach der analytischen 
Methode stets in der Form (2.117), während bei Anwendung der synthetischen 
Methode häufig noch Umformungen erforderlich sind, um eine symmetrische Mas-
senmatrix zu erhalten . 
Linearisiert man (2.117) um eine Gleichgewichts- oder Referenzlage y = YR (t), wobei 
Y(I) = YR(t) + Y(I) (2.118) 
gesetzt wird, so folgt aus einer Taylorreihenentwicldung unter Voraussetzung diffe-
renzierbarer Vektorfunlctionen und Vernachlässigung aller Glieder, die leIein von 
zweiter und höherer Ordnung sind, [2.51, 
M(I)Y(I) + P(t)y(t) + Q(I)y(l) = h(I) . (2.119) 
Darin kennzeichnet der Lagevektor y(t) die Ideinen Abweichungen von YR(I), M(I) 
ist die symmetrische, positiv definite Massenmatrix, P(t), Q(t) charakterisieren die 
geschwindigkeits- bzw. lageabhängigen Kräfte und h(t) den Erregervektor. Sind die 
auftretenden Matrizen konstant und spaltet man die Matrizen P und Q in je einen 
symmetrischen und schiefsymmetrischen Anteil auf, so erhält man die B ewe -
gung s gleichung eines zeitinvarianten gewöhnlichen 
M ehr k Ö r p s y s t e m s in der Form 
M .v(t) + (0+ G)j(t)+(K + N)Y(I) = h(t) , 
wobei Y '" Y gesetzt wurde und für die auftretendenj x /-Matrizen gilt, 
M=MT>O, O=OT , G =-GT , K=KT , N = -NT . 
(2.120) 
(2.121) 
Diese Matrizen lassen sich physikalisch erldären, wenn man (2.120) von links mit y T 
multipliziert und die resultierende skalare Beziehung als zeitliche Ableitung eines 
Energieausdruckes interpretiert, 
(2.122) 
(2.123) 
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Die M ass e n m a tri x M bestimmt die kinetische Energie T = ~ Y T My, und 
damit die Massenkräfte (sie ist positiv definit, weil stelS T > 0 gilt), die D ä m p -
fun g sm a tri x D kennzeichnet über die Rayleighsche Dissipationsfunktion R, 
R = ..!. y T Dy, die Dämpfungskräfte und die Kr eis e I m a tri x G beschreibt die 
2 .. 
gyroskopischen Kr'.ifte, die keine Anderung der Energiebilanz bewirken. Die 
S te i f i g k e i t s m a tri x K bestimmt die potentielle Energie V =..!. y T Ky, und 
2 
damit die konservativen Lagekräfte, während die Matix N die z i r k u I a -
tor i s c h e n K räf t e, auch nichtkonservative Lagekräfte genannt, kennzeichnet; 
P beschreibt die Leistung der Erregerkräfte h(l). Für D = 0, N = 0 und h = 0 ist das 
Mehrkörpersystem konservativ, d.h. die Gesamtenergie bleibt erhalten, 
T + V = const. (2.124) 
Die Symmetrieeigenschaften (2.121) erlauben eine einfache Überprüfung linearer 
oder linearisierter Bewegungsgleichungen. 
Die Form der Bewegungsgleichungen allgemeiner Mehrkörpersysteme weicht von 
(2.117) bzw. (2.120) ab. Systeme mit nichtholonomen Zwangsbedingungen werden 
z.B. in [2.3) behandelt. Beispiele allgemeiner Kraftgesetze finden sich im nächsten 
Kapitel. 
Beispiel 1.12 Be weg u n g s gl eie h u n gen f tJ r die Hub - und Nie k s eh w i n -
gun gen ein c s K r 3 r t r 3 h r leu gc s. Das in Fig. 2.27 dargestellte Drci.k.örpcrsyslcm eines 
Kraftfahrzeuges soll zur Untersuchung der in der VcnikaJcbcnc erfolgenden niederfrequenten Hub-
und Nickschwingungen dienen. Der Fahncugaufbau wird als starTer Körper. die Achs- und Rad-
massen werden hingegen als Punktmassen angesehen, Sie sind durch Federn und Stoßd!1mpfcr 
miteinander verbunden . Die AbstOtzung auf dem Fahrweg erfolgt durch die Reifen. die ebenfalls durch 
ein Feder·Dämpfer·System ersetzt sind. Es werden lineare Federn. geschwindigkcitsproponio· 
nale D!1mpfer und kleine Nickbcwcgungen vorausgesctzt In der Gleichgewichtslage soll der 
Fahneugaufbau horizontal ausgerichtct sein. Die Federkonstante der Reifen ist sehr viel größer als die 
der Aufbaufedern. Man spricht deshalb vom Aufbau als gefcderter und von den Rädern als un· 
gefederter Masse. Der horizontal verlaufende Fahrweg wird durch ein Unebenheitsprofil gekenn· 
zeichner. Für dieses Drcikörpcrsystem bestimme man die Bewegungsgleichungen. 
Lös u n g: Oie drei Körper können venikalc Hubbcwegungen. der Fahrzeugaufb:lu zus!1tzlich 
Nickbewegungen ausruhrcn. Alle Bewegungen erfolgen in der verükalen t{ . ,.~ ·Ebcne. Fig. 2.27 . 
Das System hat also vierFrcihcilSgradc. Zu ihrcrBeschrcibung dienen die vier verallgemeinerten K<r 
ordinaten 11' %2 . :1 und ß. Sie kennzeichnen die Abweichungen der Körper von ihrer jeweiligen 
SoHage. die auf ebener SU'aßc der Gleichgewichtslage entspricht. In der Gleichgewichtslage werden 
die auf die Körper wirkenden Gcwichlskrtlfte durch die Federvorspannkniflc kompensien. Deshalb 
treten bei der gewllhlten Koordinalenfcstlegung in den Freikörpcrbildcrn, Fig. 2.27 b). weder 
Gewichts· noch Federvorspannkräfte auf. Die Bewegungsgleichungen lauten für die Körper K,• i = 
l( 1)3. mit den in Fig. 2.27 verwendeten Bezeichnungen für die Syslemparameter. 
,= I: "" =1 =- t. + f, (t) 
i = 2: m2 12 = - h + /4 (2) 
i = 3: nll 1J :; - !J - /4 (3) 
I ii =bf, - a f • . (4) 
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Fig.2.27: 
Dreikörpcrsyslem eines Kraftfahrzeugs. 
a) Gleichgewichtslage. 
b) Freikörperbilder 
Die darin auftretenden Feder· und Dämpfungskrüfte sind 
/,=k,(,,-t;,)+d,(i,-t,). 1=1.2. 
b = k, (" -") + d, (i. - i,). 
/4 =k4 (z" - %2)+ d4 (i" - i 2 ). 
I,t f I, 
(5) 
(6) 
(7) 
Der geometrische Zusammenhang zwischen den Verschiebungen =".;s und den Koordinaten =3.ß 
lauleI für kleine Drehwinkel. ß« I. Fig. 2.27 b). 
z" = z3 + aß . Zs = %3 - bß· (8) 
Setzl man (5) - (8) in (I) - (4) ein. so erbäU man die Bewegungsgleichungen 
m",+k,z,+d,i, -k,(,,-bß-z,) -d,(i,-b!i-i,) =k,t;,+d,t,. (9) 
nJ2Z2+k2Z2+d2:2 - kc(z3+aß - z2) -dc (i3 +aß-i2 ) =k2{2+d2{2. (10) 
01", + k, (z, - bß - ,,) + d, Ci, - b!i - i,) + 
Iß 
+k,(z,+aß - z,) +d,(Z,+aß-i,) =0. 
- bk, (z, - bP - ") - bd, Ci, - b!i - i,) + 
+ ak4 (zJ + aß - Z2) + ad4 (i'] + aß - =1) = O. 
(11) 
(12) 
Die Bewegungsgleichungen lassen sich durch Einführung der Spaltenmatrixy der verallgemeinerten 
Koordinaten. 
Y=(" " "PIT. (13) 
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in übersichUicher Weise maLrizieli darstellen. 
MY+Dj+K, ~ h. 
!tI ::::diag(ml "'1 171) I) . h~(k,C, +d,C, k, C, + d, C, 
d l +d) 0 -d, bd, 
0 d2 + d. -d, - adJ, D~ 
-d, -d, d) + dJ, - bd}+ad" 
bd, -adJ, -bd] +od" b1d) + a2d4 
*1 + k) 0 -k, bk, 
0 *, + t. -k., -alr., 1(= 
-k, -k, l, + k., -bk] + ak4 
bk, - aIr., -bi) + ak" b1iJ + a2k. 
0 0)'. 
(14 ) 
(15) 
Darin kennzeichnen die 4 x 4-Matrizen M. D. K die Massen-, Dämpfungs- und SteifigkeitswiIkun-
gen. während die 4 x I-Spallcnmatrixh die Erregerkrtlfte infolgc dcrFahrwegunebenheücn charakte· 
risien. 
Zur Oberprtlfung der Bewegungsgleichungen (14). (15) kann die Tatsache dienen. daß die Matrizen 
M. D. K symmetrisch sein müssen. Weiterhin sind im vorliegenden Beispiel die Matrizen Kund D 
gleich aufgcbau •• weil alle Federn und D:1mpfcr parallel angeordnet sind. Bei gleicher Indizierung 
parallel liegender Federn und D:lmpler gill 
K ~ K(k,) --+ D~ K(d,) . 
D ~ D(d,) --+ K ~ D(k,). (16) 
Diese Oberprülungsmoglichkeiten erweisen sich insbesondere bei großen MehrkOrpersystemen als 
nützlich. 
Die gesamten Radlasten Iv . IH' die an Vorderrad (Index V) und Hinterrad (Index Il)aul den Fahrweg 
wirken. setzen sich aus den statischen Radlaslen /10. f'1D und den dynamischen Radlasten 11. h. vgl. 
(5), zusammen. 
Iv (t) ~ fto + ft (t) . lu (r) ~ 11JJ + f,(t). (17) 
Die statischen Radlasten folgen aus einer statischen Betrachtung zu 
110 =(ml +--!!....m1)t. I'JIJ =(m1 +2-m1 )s . 
a+b a+b 
(\8) 
während die dynamischen Radlasten von der Lösung der Bewegungsgleichußgen unter Berücksich-
tigung der Fahrwcgunebenheitcn abhangen. 0 
2.5 Formalismen für Mehrkörpersysteme 
Das Aufstellen der Bewegungsgleichungen fur große Mehrkörpersysteme ist eine 
nichttriviale Aufgabe. die zahlreiche Rechenoperationen erforden. Deshalb wurde 
seit Mitte der sechziger Jahre, insbesondere im Bereich der Raumfahnanwendungen, 
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versucht, die Herleitung der Bewegungsgleichungen stärker zu formalisieren, um sie 
dem Computer zu übertragen. Dies fühne zur Entwicklung von Formalismen für 
Mehrkörpersysteme. Die derzeit allgemein verfügbaren F 0 r mal i s m e n basie-
ren entweder auf den Newton-EuJer-Gleichungen oder den Lagrangeschen Gleichun-
gen. Bezüglich der Erzeugung der Bewegungsgleichungen auf einem Computer 
unterscheidet man zwischen n urne r i s c h e n und s y m bol i s c h e n F 0 r -
mal i sm e n, Fig. 2 .28. Die numerischen Formalismen liefern für zeitinvariante 
lineare Mehrkörpersysteme (2.120) die Koeffizienten der Systemmatrizen in Zahlen-
form. Bei zeitvariablen linearen Systemen (2.119) oder nichtlinearen Systemen 
(2.117) werden für jeden Zeitschritt die im Rahmen eines Simulationsprogramms 
erforderlichen Zahlenwene der Bewegungsgleichungen bereitgestellt. Die symboli-
schen Formalismen hingegen erzeugen einmal die Bewegungsgleichungen in symbo-
lischer Form auf dem Computer, wie man sie auch mit Papier und Bleistift erhalten 
würde. Ihr Voneilliegt darin, daß bei Änderungen der Systemparameter lediglich die 
aktuellen Parameterwene zuzuweisen und im Fall zeirvariabler Systeme die aktuellen 
Zeitwene in die bereits vorhandenen Bewegungsgleichungen einzusetzen sind, Fig. 
2.28. Symbolische Formalismen sind deshalb besonders gut für CAE-Anwendungen 
geeignet. Zwanzig intemationaleingefühne Formalismen sind im Multibody Systems 
Handbook [2.6) zusammengestellt. 
I S)'1teffil<lp)loglc I 
.) b) 
I Zelllchnl1 FonnaJl,mus~ Paramelcrindcrung I Gleichungsaufstellung 
INumeriKhc GlelchLWl.gen! Zciuchrin 
nLchtlincu linear nkhtlinear 
Integration I Eigel .... ·crtaurgabe I 
--f E'Icb'line I-
Fig. 2.28: Wirkungskeue bei a) numerischen und b) symbol ischen Fonnalismen 
rur Mehrlcörpen;ysteme 
Eigenwcrtaufgabt: 
Der dem Programm NEWEUL von Schiehlen, Kreuzer [2.7] zugrunde liegende 
Formalismus soll im folgenden für gewöhnliche Mehrkörpersysteme im Inertial-
system I beschrieben werden. Die Vorgehensweise kann bei kleineren Mehrkörper-
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systemen auch für die Aufstellung der Bewegungsgleichungen von Hand niltzlich 
sein. Der Formalismus umfaßt fünf Schritte. die nachfolgend aufgeruhn sind. 
\. S c h r i t t: Systemspezifikation und Eingabedaten. Zunächst wird das Mehr-
körpersystem als Ganzes betrachtet und abgegrenzt. Die Zahlider Freiheitsgrade wird 
festgestellt und verallgemeinene Koordinaten Yb k = 1(I)i. werden gewählt. Nun 
erfolgt die Spezifikation des Inertialsystems' und der körperfesten Hauptachsen-
systeme i. Die einzelnen Körper Ki. i = 1(1)p. werden freigeschnitten. die Träg-
heitsgrößen {m,. li I. die Lagegrößen {r;I. Slil sowie die eingeprägten Kf.ifte ii' ll und 
Momente I,(' ll ermittelt. Die Größen I! und 'J' ll sind auf den jeweiligen Körper-
schwerpunkt Ci bezogen. Eingabedaten sind: 
i . y = 1>'1 •...... • Y, •... ... . y/)T • 
p.{mi.I!1. {1/.Slil. (I/'l/.I!,)/I. i=I(I)p. 
mit den Lagegrößen 
r/ = [r,l . ri2. ri3)T. Sli = Sli(a,. ßi. ri )" S" i = 1(I)p. 
(2.125) 
(2.126) 
(2.127) 
Die Drehmauizen werden dabei durch drei Winkel. z.B. die Kardanwinkel a, . ßi. ri 
beschrieben. 
2. S c h r i t t: Elementbetrachtung. lokale Gleichungen. Aus den Eingabedaten 
können unmittelbar die Träghei!Smauizen im Inertialsystem' berechnet werden. 
(2.128) 
Damit liegen alle Größen im System 'vor. Im folgenden wird nur dieses Bezugs-
system verwendet. deshalb kann der obere Index' entfallen. Die lokalen Bewegung-
sgleichungen. d.h. die für jeden Körper K, des Mehrkörpersystems getrennt ange-
schriebenen Newton-Euler Gleichungen lauten 
i=I(I)p . 
i=I(I)p . 
(2.129) 
(2.130) 
Darin wurden die äußeren Kräfte und Momente aufgeteilt in die bekannten eingepräg-
ten Größen und die unbekannten Reaktionsgrößen. Die Reaktionsgrößen fallen im 
weiteren Verlauf der Rechnung heraus und werden deshalb nicht im einzelnen 
spezifizien. 
3. S c h r i t t: Zusammenhang zwischen lokalen und globalen Größen. Der Zusam-
menhang zwischen den Lagegrößen (2.127) der einzelnen Körper Ki und den 
verallgemeinenen Koordinaten (2.125) ist über die holonomen und im allg. 
rheonomen Zwangsbedingungen gegeben. Damit lassen sich die Lagegrößen (2.127) 
in der Form 
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Ti = Ti(Y, t) , Si = Si(Y, t) , i = 1(I)p , (2.131) 
darstellen und die zugehörigen Geschwindigkeitsgrößen {Vi, cud und Beschleuni-
gungsgrößen (a" ad berechnen, vgl. Kap. 2.2.4, 
. a~. ~i . _ 
Vi = Ti = ay T Y + at = JTi(Y, t) Y +V i(Y, t), (2.132) 
. OSi . OSi J ( ). -( ) cu, = Si = oyT Y+ ot = Ri Y, t Y+CUi y, t , (2.133) 
. J ( ).. OV i . OV i 
ai =Vi = Ti y,t Y+ ayT y+Tr' (2.134) 
. J ( ).. OCUi . OCUi 
ai= 6I i = Riy, t Y+oyTY+Tt· (2.135) 
Für skleronome Zwangsbedingungen verschwinden die partiellen Zeitableitungen in 
(2.132) - (2.135). 
Die 3 x f-Jacobimatrizen Ir" J R, der Translation bzw. Rotation vermitteln den 
Zusammenhang zwischen lokalen und globalen Koordinaten. Ihre Berechnung erfolgt 
entweder ausgehend von den Lagegrößen (2.131) wie in Kap. 2.2.4 gezeigt wurde, 
wobei gemäß (2.50) 
(2.136) 
gilt, oder bei bekannten Geschwindigkeitsgrößen (Vi(y,;, t), CUi(y, ;,t)} durch Bil-
dung der virtuellen Geschwindigkeiten bei fest gehaltener Lage und Zeit, vgl. (2.132), 
(2.133), 
(2.137) 
Nach diesen Vorbereilungen lassen sich die lokalen Bewegungsgleichungen (2.129), 
(2.130) für die Körper Ki des Mehrkörpersystems in Abhängigkeit von den verallge-
meinerten (globalen) Koordinaten und ihren Ableitungen darstellen. 
4. S ehr i t t: Systembetrachtung, globale Gleichungen. Zunächst ordnet man die 
lokalen Bewegungsgleichungen, dargestellt in globalen Koordinaten, in Gesamt-
matrizen und -vektoren an. Dazu dienen die 6p x 6p-Diagonalmatrix M der Träg-
heitsgrößen 
(2.138) 
wobei E die 3 x 3-Einheitsmatrix bezeichnet, sowie die 6p x I-Vektoren ij(c), ij(r)und 
k zur Kennzeichnung der eingeprägten Kräfte und Momente, der Reaktionskräfte und 
-momente bzw. der Kreiselkräfte und -momente. Die Vektoren ij(e) , q<r ) sind einheit-
lich wie folgt aufgebaut, 
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- _ [ r1 r1 11 IT JT q-JI··· · .. · 'Jp·I· .... "·p· (2.139) 
Verwendet man außerdem die 6p x [-Jacobimatrix J. vgl. (2.89). 
J = [Jtl ' ... ... . Np. Jkl •... .... Jkp)T . (2.140) 
so erhält man die Gesamtdarstellung der Newton-Eulerschen Gleichungen in Form 
der 6p x 1-Vektorgleichung 
M J j+k(y. y, t) = qt')(y. y, t)+qt') . (2.141) 
Diese Gesamtgleichungen lassen sich auf die Minimalzahl eines Systems von [ 
gekoppelten Dgln. reduzieren. wenn man von links mit der [ x 6p-Matrix JT 
multiplizien. 
]T M J y+]T k(y.;. t) =]T q(')(y.;. t). (2.142) 
Dabei verschwindet der Term ]T q(') aufgrund des Prinzips der vinuellen Arbeit. 
wonach die Reaktionskräfte keine vinuelle Arbeit leisten. vgl. (2.81). 
(2.143) 
Formt man diesen Ausdruck unter Verwendung von (2.136). (2.139) und (2.140) um. 
so erhält man 
= 8y1 f (Jti 1.(') + Jk, 1,('» = 8y T JT q(' ) = 0 . (2.144) 
j=1 
Wegen oyT .. 0 folgt J T q(') = O. Damit stellen die Dgln. (2.142) die gesuchten 
B ewe gun g s g lei c h u n gen des Mehrkörpersystems dar. Durch Zusammen-
fassung der Matrizen erhält man die in (2.117) angegebene Form. wobei durch den 
angewendeten Formalismus die Symmetrie der Massenmatrix gewährleistet ist. 
M(y. t)j(t) + k(y. j. t) = q(y. j. t) • 
M = MT = JT M J. k = JT k. q = JT q(') . (2.145) 
5. S ehr i t t: Berechnung der Reaktionskräfte und -momente. Bei der Herleitung 
der Bewegungsgleichungen (2.141) - (2.145) sind die Reaktionsgrößen 1/(') heraus-
gefallen. Sie beeinflussen die Bewegungen nicht. weil sie keine vinuelle Arbeit 
leisten. Trotzdem ist ihre Kenntnis wichtig zur Dimensionierung der Bindungs-
elemente (Lager. Gelenke) sowie bei nichtidealen Systemen zur Bestimmung der 
eingepräglen Kräfte (Gleitreibungskräfte. Kontaktkräfte) . 
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Jedem Mehrkörpersystem lassen sich verallgemeinerte Reaktions- oder Zwangskräfte 
gJ' j = 1(I)q, zuordnen. Ihre Anzahl entspricht der Zahl q der Zwangsbedingungen. 
Mit dem q x I-Vektor g der verallgemeinerten Reaktionskräfte können die lokalen 
Reaktionskräfte und -momente wie folgt dargestellt werden, 
ti') = t;")(g, t), It) = I!')(g, t), i = 1(I)p. (2.146) 
Faßt man (2.146) gemäß (2.139) zusammen, so läßt sich mit der 6p x q-Ver-
teilungsmatrix Q, vgl. (2.89), der Zusammenhang zwischen 1[(') und g herstellen, 
1[(') = Q g . (2.147) 
Zwischen Q und JT besteht aufgrund des Prinzips der virtuellen Arbeit die 
Orthogonalitätsbeziehung, vgl. (2.90), 
JTQ =QTI=o. (2.147) 
Die Bestimmung der Reaktionskräfte und -momente q(') bzw. der verallgemeinenen 
Reaktionskräfte g kann auf verschiedenen Wegen erfolgen. Einerseits liefert die 
Elimination von ji in den Newton-Eulerschen Gleichungen (2.141) mit Hilfe von 
(2.142) 
(2.148) 
woraus durch Linksmultiplikation mit Q T bei Verwendung der Abkürzung M = 
IT M I die Beziehung 
(2.149) 
folgt. Andererseits ergibt sich aus den Newton-Eulerschen Gleichungen (2.141) durch 
Linksmultiplikation mit QT 'M- 1 unter Ausnutzung der Orthogonalitätsbeziehung 
(2.147) direkt 
QTM-1Qg=QTM-l(k_q<e» . (2.150) 
Man kann zeigen, daß die beiden letztgenannten Gleichungen identisch sind. Für die 
numerische Auswertung erscheint jedoch (2.150) günstiger, da die Inversion der 
Massenmatrix entfallt. Durch Zusammenfassung der Matrizen folgt aus (2.150) das 
lineare algebraische System der R e akt ion s g lei c h u n gen zur Bestimmung 
von g, 
N(y, t)g(t) + q(y, y, t) = k(y, y, t). 
N = NT =QT M-tQ. q=QT M-1ij(e) . k=QT M-1f. (2.151) 
Darin ist N eine symmetrische, im allg. positiv definite q x q-Reaktionsmatrix. wäh-
rend die q x I-Vektoren q und k den Einfluß der eingeprägten Kräfte und Momente 
bzw. der Kreiselkräfte und -momente auf die verallgemeinerten Reaktionskräfte g 
kennzeichnen. 
86 2 Fahrzeugmodelle 
In der Fahrzeugdynamik sind die KOnlaktlcräfte (eingeprägte Kräfte) von den Normal-
kräften (Reaktionskräfte) abhängig. Dann müssen die f Bewegungsgleichungen 
(2.145) simultan mit den q Reaktionsgleichungen (2.151) gelöst werden. 
Die in fünf Schritten zusammengefaßte Vorgehensweise zeigt, daß der NEWEUL-
Formalismus zwar im wesentlichen auf den Newton-Eulerschen Gleichungen basiert, 
gleichzeitig aber typische Elemente der analytischen Betrachtungsweise wie verall-
gemeinerte Koordinaten, Auf teilung der Kraftgrößen und verallgemeinerte Zwangs-
kräfte vorkommen. Der dargestellte Formalismus ist in verschiedene Richtungen 
ausgebaut worden. Beispiele für Erweiterungen sind: 
• Verwendung eines bewegten Bezugssystems R anstelle des Inertialsystem I, 
Nichtholonome Zwangs bedingungen, 
Durchführung von Linearisierungen, 
Zulassung numerischer Parameter. 
Die zur Durchftihrung des Formalismus erforderlichen Rechenoperationen wie 
• Summation, Multiplikation und Differentiation von Vektoren und Matrizen, 
Vereinfachung trigonometrischer Ausdrücke, 
Linearisierung von Ausdrücken, 
lassen sich in symbolischer Form auf einem Computer durchführen. Dazu dienen 
entweder spezielle, zur Symbolverarbeitung geeignete Computersprachen oder - wie 
bei NEWEUL - die Sprache FORTRAN in Verbindung mit einer entsprechenden 
Kodierung. Zahlreiche Beispiele zur Anwendung des NEWEUL-Formalismus finden 
sich in [2.3), [2.5) . 
Beispiel2.13 Be weg u n g s g lei c h u n gen r jj r ein c n An h :1 n gc c. Für den in Fig. 
2.29 dargestellten Anh!1ngcr sollen die Bewegungsgleichungen hergeleitet und linca.risien werden. 
Das System besteht aus einem Fahrzeug. das mit konstanterGeschwindigkeit "0 auf einer horizonta· 
len Ebene geradeaus fllhn. Am Fahrzeug iSl die Deichsel t mil den Tr3gheitsgrOßen {mi, Ictl 
gelenkig und quervcrschicblich angebracht. Das Achsgelenk G ist federnd abgestützt , wobei die 
Federn mit den FederkonSlaßlCn {k ,. *r l bei symmcUischer DeichseJlage entspannt sein sollen . Am 
Ende der Deichsel befindet sich cin im Schwerpunkt C, gelagertes homogenes Rad 2 mit dem Radius 
rundden Trt1gheitsgrOßen Im, .Iell. Die Drehachse des Rades liegt horizontal . der Radschwerpunkt 
C, und der Getenkpunkt G befinden sich auf gleicher Höhe. Zur mathematischen Beschreibung 
werden die in Fig. 2.29 dargeslclhcn Koordinatensysteme I. Rund Z sowie die k.örperCestcn 
Hauptachsensysteme l. 2 verwendet. Der zu untersuchende Anhanger wird als Zwcikörpcrsystcm 
modellien und umfaßt die Deichsel 1 und Rad 2. Er ist so abgegrenzt. daß im Gclcnkpunkt G die 
Vorwl!rtsgeschwindigkeil Uo und im Radaufstandspunkt A die - infolge Schlupf - auf d3s Rad 
wirkenden KonLaktkrtlne und ·momente 1,1 ' /'2 ./J gegeben sind. Gelenk· und Lagcrrcibung sollen 
vernachlässigt werden. 
Lös u n g: Die Lösung erfolgt nach dem in Kap. 2.5 angegebenen Fonnalismus in fünf Schrillen. 
I. S ehr i t t Der AnhUnger beSIeht aus p = 2 Körpern und hatf = 3 Freiheitsgrade. Als verallge-
meinene Koordinaten werden die Gelenkquerverschiebung y, der Deichsclwinkel rund - infolgc 
des angenommenen Schlupfes - der Raddrehwinkel ß gewähll. Zun3chs! erfolgt die Berechnung der 
Lage- und Gcschwindigkeitsgrößen fUr Deichsel I und Rad 2, wobei die geometrischen Beziehungen 
aus Fig. 2.29 entnommen werden . Die Lagegrößen lauten 
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01 FAff<ZEUG bl 
Fig.2.29: 
Zweikörpersystem Deichsel mit Rad. a) Er.;alzsySiem. b) Freikörperbilder 
[
VO'-b cr] 
r"= y-~sr . 
-sr 
cr 
o 
[
VO' - ocr] 
r{= y-;sr . SI2=Stz SZ2=YJ(_/!,)' 
I, 
I., I" 
I" 
I I, 
, 
lu 
(I) 
(2) 
Die absoluten GeschwindigkeitsgrOßen ergeben sich durch Differentiation der Lagegrößen bzw. un-
Icr Verwendung der Elementardrehgeschwindigkeiten zu 
(3) 
[
VO +Oi'sr] [ 0 ] [/1sr ] 
vi = Y-~'rcr . "'l = -: . "'1 =stz"'l = -~cr . (4) 
Die Kraftgrößen folgen aus dem Frcikörpe,bild. Fig. 2.29 b). Die eingeprägten Krafte und Momenle 
sind bedingt durch das Eigengewicht. die Feder- und Konlaktwirkungen. während die Reaktionskräfte 
und -momente als Schniureaktionen entstehen. Zusammengefaßl und auf die jeweiligen Teilkörper-
sChwerpunkte bezogen folgt 
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(5) 
(6) 
(7) 
(8) 
Die: Transformation ins Inenjalsyslcm I unter Verwendung von (I) ergibt 
[ 0] [ ° ] /, ( 1')1 _ _ 1. / (. )1 - ° I - ~,y. I - • "'Ig -k,y-k,ybcr (9) 
[
I - 1.1 er + I., sr] [(/-1.1 )ey -!cobsy + ICI (a - b)sr] 
",(rH = -/61 5y-I'2 CY . ,:"/:::t (I-I,I}sY+fcobcY-fcl(a-b)cy . 
-!co-Ici -jbsr+I.,(a - b) - I., 
(10) 
(11) 
[
/,1 ey- I., sr] [/,1 ey] 
1:')1 = /'1 sr + /'2 er . 1~r)1 = /,1 sr . 
JC I - fit Is) 
(12) 
2. S ehr i t t: Die Tr3gheilStensorcn der Tcilkörpcr weisen im jeweiligen körpcrfesten Haupt· 
achscnsyslcm DiagonaJgestalt auf. Aufgrund der Rotationssymmetrie des Rades gill dies auch im 
Zwischensystem Z. 
11:1 = diag [/1,1 /1,2 11,,1. q, = diag [/,,1 /", '2,JI. 1, ,1 = I", = I , (13) 
Nach Transformation in das Inertialsystem I gemäß (2.128) erhält man unter Verwendung der 
Drehmatrizen (1) mit; = 1,2 
(1. ,1 -I." )syer 
1,,152r+II,2c2y 
° 
° ] o , 
f •. J 
(14 ) 
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Die Newton-Eulerschen Gleichungen (2.129), (2.130) für die beiden TeilkOrper lauten explizit un-
ter Verwendung von (3). (4), (9) - (14), 
[ 
bjsy+bY'cy ] [ 0 ] [J- J.lcy+ J.,sy] 
"'I y-bjcy+by'sy = -k,1 + -J.IsY-J.,cy , 
o ml g - !co - JGI 
(15) 
(16) 
[ 
0 ] [ 0 ] [(/-1. 1 )cy - !cobsy + !cl (a - b)SY] 
o = 0 + (I-I.I)sY+JoobcY - Jol(a - b)cy , 
II,li -k,y-k,ybcy -fbsY+J,,(a-b)-I., 
(17) 
[ 
0 ] [ 0 ] [(/-I.I)CY-!cObSY+!cI(a-b)SY] 
0 .. = 0 + (/-1.I)sY+!cobsy-JGl(a-b)cy . 
luY -k,y-k,ybcy -Jbsy+J.,(a-b)-1.3 
(17) 
Dabei kennzeichnen (15). (16) die Translationsbewegungen und (17), (18) die Rotationsbewegungen 
der beiden Teilkörpcr. Somit liegen zwölf Gleichungen zur Bestimmung der f = 3 Bewegungs-
gleichungen sowie der q = 9 Reaktionskraftgrößcn vor. 
3. S ehr i I t: Die Ermittlung der Jacobimatrizen der Translation und Rotation erfolgt im vor-
liegenden Fall am einfachsten durch Umschreiben der Geschwindigkeiten bei festgehaltenem Oct. 
ausgehend von (3), (4), 
(19) 
Durch Abspalten der Variation 0'Y = [oy oß oyF des verallgemeinerten Geschwindigkeitsvektors 
folgt, vgl. (2.137), 
O'VI =Jn 8'Y=[r 
0 
bS
Y
] [8
Y
] [0 ° 0ry] 
° -~CY ~' 
8'", I = 1.1 0'Y =  0  8ß, (20) 
° 
OOlöy 
o'v, =JT20'Y=[~ 0 a SY] [Öl'] [0 sy °ry] ° -~cr ~ , ö''''' = 1., o'y = ~ -cr ~ ~ .(21) 0 0 
4. S ehr i t t: Mit (20). (2 t) liegen die lacobimatrizen 1T\. JT2 • J Rl. J H2 fest. Sie werden nun zur 
globalen Jacobimalrix J zusammengefaßt. 
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]T =[H, ; H, . Ji. . J1,l 
[ 0 
I 0 0 I 0 0 0 0 0 0 n - 0 0 0 , 0 0 o : 0 0 O . sy -cy (22) bsy -bcy O . asy -acy 0 0 0 I ; 0 0 
Um aus den zwOIf Newton-Eulcrschen Gleichungen ( 15) - (1 8) die Bewegungsgleichungen des 
Anh:1ngers in Abh!1ngigkeil von den verallgemeinerten Koordinaten und deren Zcitableitungcn zu 
erhalten. mUssen die Rcaklionskrafcgrö6cn eliminiert werden. Dieser Eliminalionsprozcß iSI - ob-
wohl hier ein vergleichsweise einraches System vorliegl - eine nichuriviaJe Aurgabe. Mit HiUc des 
NEWEUL·FonnaJismus H18t sich dieser Eliminationsprozeß systematisch durchführen. Durch 
Vonnultiplilcation der als Spaltenmatrix angeordneten Gleichungen (15) - (18) mit der Matrix]T (22) 
folgen unmiuelbar die drei Bcwegungsgleichußgcn. Dabei muß die Spaltenanordnung der 
Jacobimatrizen in (22) bezüglich Translation. Rotation und Körperindcx mit der Zeilenanordnung 
der Gleichungen (15) - ( 18) korrespondieren. Diese Korrespondenz liegt bereits vor. Somit folgt z.B. 
die erSie Bewegungsgleichung des SySiems dun:h Addition der zweiten Gleichung (15) mit der 
zweiten Gleichung ( 16). 
(m\ + "'2» ;+(ml b+"'2 a) (- 7CY+ y2 sr) = - k,}' - /'1 SY-['2 er . 
Ebenso folgen die beiden restlichen Bewegungsglcichungen des Zweikörpcrsystems. 
I,., ß = 1." . 
(lu + I ... m,bz + mzo2 ) f - (mlb+ mzo)jcy = -k, y-/) + al'2 . 
Die matrizielle Zusammenfassung von (23) - (25) erfolgt unter Verwendung der Abkurzungen 
(23) 
(24) 
(25) 
(26) 
wobei m die Gcs3ß1tmasse.lc das Gesamtmasscnlrttgheitsmoment für die tf -Achse durch G und r 
der Abstand des GcsamlSchwerpunktes C von G iSl. vgl. Fig. 2.29a). Damit ergeben sich die 
Bewegungsgleichungen in der Form (2.145). 
[ m 
0 
-rmc
y
] W (rmY' srH- <'Y- I" sr - I"C Y] 
- C~JCY I" o ß + 0 - ,/., (27) 0 10 r 0 - <ry-I, +al" 
• . . ' . . . 
M(y) j + k(y_j) = q(y. j) . 
Die symmetrische Massenmatrix M kann gemäß 
M = T' 'F3] _ 'F3 =diag Im, E. n1, E. /~, . /~, ) . (28) 
auch direkt berechnet werden. Die Bewegungsgleichungen (23) - (25) lassen sich auch unmillelbar 
für das bei G und A freigeschnillene und ansonSien ungeteilte ZweikörpcrsYSIem gewinnen. GI. (23) 
folgt nach Anwendung des Impulssatzes für die '\ -Richtung. wobei die HorizontaJbeschleunigung 
vc., = (j - cycy) des GcsamlSChwerpunktes C auftrill . Die Gin. (24) und (25) folgen aus der 
Anwendung des Drallsatzcs fUr die tf - bzw. er ~ Achse. wobei die Beschleunigung des Bezugs-
punktes G zu berücksichtigen ist. Allerdings erlaubt diese Systembetrachtung nicht die Berechnung 
der ReaktionskraflgröBen. die nun erfolgen soll . 
5. S ehr i I t: Die neun verallgemeinerten Zwangskräfte laulen im vorliegenden Fall: IGo, IGI. I,. . 
1. 1'1 ' I. ). 1 . hl . l,z. Zunächst können aus (15) - (18) die vier statischen Gleichungen zur Berechnung 
der ReaktionskraftgröBen 100' Im. I. und (I - I,, ) herangezogen werden_ 
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I I 0 0 /Go m,g 
0 I 0 [GI m2g 
= 
- bsy (0 - b)sy 0 cy [. 0 
(29) 
bcy -(o-b)cy 0 sy /-1'1 0 
Die Lösung lautet 
fGO = a: b 111, g. fGI = : m, g. fit = (: m, + mz ) g. 1= Isl . (30) 
Dieses Ergebnis folgt unmiUelbar dWl:h Anwendung der statischen Gleichgewichlsbedingungen, 
ausgehend von Fig, 2,29 b). Die restlichen Gleichungen können in der Form (2.141) dargestelll 
werden. Daraus Jassen sich die fünf fehlenden Reaktionskraftgrößen fonna) berechnen, wie in Kap. 
2.5 gezeigt wurde. Im vorliegenden Fall vereinfacht sich die Berechnung infolge der speziellen 
Gleichungsstruktur. Aus (18) folgt mit (30) 
(18. I)cy + (18.2)sy => I .. = /2,2 /Jr - I"~ r , 
(18.3) =>1., = /Y+I,. 
(31) 
(32) 
Der Beschleunigungsvektor y läßt sich aus den Bewegungsgleichungen (27) berechnen und seine 
Koordinaten nach Anwendung der Cramerschen Regel als Quotient zweier Determinanten darstellen. 
.. D, (y, j) .. D,(y, j) 
y= D(y) , y= D(y) , 
Vergleich von (32) und (33) liefert 
D, 
1' 3 = D 1+/) . 
D = det [M(y)l. 
Die noch fehlenden Reaktionskräfte / ' /." /., folgen aus den Gleichungen (15) , (16), 
0 nI,bsy m,bcy 0 I -cy sy 
", - m,bey [~] + m,b sy y' = -k,y 0 -sy -cy [f..] , + 0 m2Qs y "'2 QCr - /" er + h2 sr 0 cy -sy - [., m, mz9CY m2 QSY - /" sy - /" cr 0 sy cy -.....-
, 
M*J· y" + k" = ij (~). + Q" g" . 
(33) 
(34) 
(35) 
Die Gin. (35) haben die Struktur von (2.141 ),ihre Anzahl ist jedoch soweit reduziert. daß eine einfache 
Auflösung möglich ist. Linksmultiplikation mit der Matrix Q+ , 
Q+ = [~ ~ c~ s~], (36) 
o 0 -sy ey 
ergibt Q+Q" = E. Damit folgen die gesuchten verallgemeinerten Zwangskräfte g*, 
g" = Q+ (Xl" J" y" +k Li/")"], Y* = [0. D,IT / D . (37) 
Bei allgemeinen Berechnungsverfahren muß jedoch auf die Ausnutzung spezieller Gleichungs· 
strukturen verzichtet werden. 
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L i n e 3 r i sie run g: Als letzler Schrilt soll die Linearisierung der Bewegungs· und Reaktions· 
gleichungen für den Referenllustand 
Y. = O. Y. = o. ß. = n = Vo / r 
durchgefOhr1 werden. Damit gilt 
y=)'.+ 9= 9. y=y.+y = y. y« 1. 
y= j . ß=Q+ß . r=r. ß«n. 
(38) 
(39) 
wobei alle mit einer Tilde versehenen Lage· und GeschwindigkeitsgrOBen als klein von erster Ord-
nung angenommen werden. Bei derLinearisierung werden aUe Größen vernachlässigt. die klein von 
zweiter und höherer Ordnung sind. Die Iinearisierten Bewegungsgleichungen folgen unmittelbar aus 
(27) mit sr- r.cr - 1. y' - O,U 
( 41) 
Man erkennt. daß Massen- und Sleifigkeitsmalrix zeitin variant und symmetrisch sind. Die Reaktions-
kraftgrOBen (30) gelten unv",ändert: die restlichen GrOBen lauten 
1=1., =I", ny - /"r . 
I,) = IY+/] . 
/ = /" - 1., y . 
1'1 = /" . 
/., = 1., + m, (ji - ah. 
wobei die BeschleunigungsgröBen durch 
y=D, / D. 
r =D,/ D. 
zu erselZen sind. 
ö, = lm (a/" -I, - kry)- /G<!" 'i + 1., + k,y) . 
Dl = ,"(al,2 - I ) - k 7 y) - rm(fnY + /'2 + k,y) . 
D = m(lG -ml'). 
(42) 
(43) 
o 
Beispiel 2.14 An wen dun g des NE W E U L· F 0 r mal i s mus auf ein Fa h r· 
z cu g m 0 deli mit f = 10 Fr ei h e i t s g rad c n. Die Modellierung eines räumlichen Fahr-
zeugmodells wird nach Fig. 2.30 vorgenommen. Das Modell besteht aus dem Aufbau.einer ScMlglen-
kerhinlerachse und den als Massenpunkten belrachtcten Vordem!dem. Sowohl die Vordemlder als auch 
die Hinterachskonstruktion sind elastisch an die Karosserie montiert. Die ScMlglenkerhinterachse 
besteht aus dem Achstr.1ger und 2 Schraglenkcm. 
Die massengeometrischen Großen, sowie die verallgemeinerten Koordinaten sind in Fig. 2.30 zusam-
mengesteUt. Die geometrischen Abmessungen. sowie die Anordnung der Koppelelemente gehen aus 
Fig. 2.31 hervor. Die Fahtbahnanregungen werden durch die GrOBen WS!. WS2. WS3 und WS4 
beschrieben. 
Es werden aUe Schrille der Eingabe aufgezeigt. jedoch nicht in vollem Umfang abgedruckl Das 
vollstllndige Beispiel ist von Kreuzer und Leister (2.8( beschrieben worden. 
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Aufbau . MK 
TK1 
TK2 
TIO 
ZI< 
• 
/ 
BK Al< -
CAHL 
DAHL 
, 
CT2 
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Fig. 2.30: 
RJiumIiches Fahrzeugmodell; 
Massengeometrie. verallgemeinerte 
Koordinaten und Koppelelernente 
Eingabefile für NEWEUL '88 ersteUt mit Editor. 
Räumliches FahrzeugmodcU mit 10 Freiheitsgrnden 
o Steuerparameter; O-holonom, I-nichtholonom 
o Komprimierungsan (0--4); O-voilsymbolisch 
18 Zahl der Koordinatensysteme 
10 Zahl der (Lage-)Freiheitsgrade 
o Zahl der Hilfsvariablen 
34 Zahl der lincarisierbarcn Grocsscn 
49 Zahl der numerischen Groessen 
2 Zahl der Vereinfachungen 
II Zahl der Substitutionsvariablen 
Fig. 2.31 : 
Räumliches Fahrzeugmodell; geometrischer Aufbau 
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LAGEVEKTOR 
Y:ZK 
Y:AK 
Y:BK 
Y:ZT 
Y:AT 
Y:BT 
Y:BSL 
Y:BSR 
Y:ZVL 
Y:ZVR 
2 Automatische Ablc:itWlg Cl : 1/2; 2: P/PP: 0: k.eine) 
L1NE,\RISIERBARE GROESSEN 
I VolISl.1cndigc Lincarisicrung 
(Restliche) Iinearislcrbare Oroc.ssen 
UN:WSI 
UN:WS2 
UN:WS3 
UN:WS4 
NUMERISCHEGROESSEN 
NUM:CAS = 0.8660254038 
NUM:SAS =0.5 
NUM:LO = 0.331 
NUM:RS =0.45 
NUM:RSI = 0.37 
NUM:UK = 1.384 
NUM:UKI = 1.089 
NUM:UK2 = 1.28 
NUM:UK3 =1.299 
NUM:UTI = 0.07 
NUM:UTI = 0.14 
NUM:VK = 0.744 
NUM:VKI =0.31 
NUM:VK2 = 0.564 
NUM:VT = 0.356 
NUM:VTI = 0.31 
NUM:WT = 0.305 
NUM:CAHL = 23300 
NUM:CAHR = 23300 
NUM:CAVL = 15500 
NUM:CAVR = 15500 
NUM:CRHL = 200000 
NUM:CRHR =200000 
NUM:CRVL = 180000 
NUM:CRVR = 180000 
NUM:CT1 = 250000 
NUM:CT2 = 250000 
SICOS(AS)) 
SISIN(AS)I 
SIMI 
SIMI 
SI MI 
SIMI 
SIMI 
SI MI 
SIMI 
SIMI 
SIMI 
SIMI 
SIMI 
SIMI 
SIMI 
SIMI 
SIMI 
SIN/MI 
SIN/MI 
SIN/MI 
SIN/MI 
SIN/MI 
SIN/MI 
SIN/MI 
SIN/MI 
SIN/MI 
SIN/MI 
NUM,CT3 
NUM,DAHL 
NUM,DAHR 
NUM,DAVL 
NUM,DAVR 
NUM,DTl 
NUM,DT2 
NUM,DTJ 
NUM,MK 
NUM:MS 
NUM,MT 
NUM,MVL 
NUM,MVR 
NUM,TKI 
NUM,TK2 
NUM,TK3 
NUM,TSI 
NUM,TS2 
NUM,TS3 
NUM,TTl 
NUM,Tr2 
NUMTT3 
= 250000 
= 2100 
= 2100 
= 1900 
= 1900 
= 320 
= 320 
= 320 
=1130 
=42 
= 25 
= 42.5 
=42.5 
= 504 
= 1840 
=0 
= 0.8 
= 0.5 
=0.4 
= 1.5 
=2 
=0 
VEREINFACHUNGEN 
VFV,COS(AS) 
VFE,CAS 
VFV,SIN(AS) 
VFE,SAS 
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S[NIM[ 
S[N'SIM) 
S[N'SIM) 
S[N'SIM) 
S)N'SIM) 
S)N'SIM) 
S)N'SIM) 
S[N'SIM) 
S[KG) 
S[KG) 
S[KG) 
S[KG) 
S[KG) 
S[KO·M**2J 
S)KG'M"2) 
S[KG'M"2) 
S[KG'M"2) 
S[KG'M"2) 
S)KG'M"2) 
S[KG'M"2) 
S(KG'M"2) 
SIKG*M"'2) 
SUBSTITUTIONSV ARIABLE 
F Je KRAFT DER VORDEREN RECHTEN RADFEDER AUF DEN MASSENPUNKT 
SUB,SU I = CRVR'wSI ·CRVR'ZVR 
FI I : KRAFT DER MITTLEREN ACIISTRAEGERAUFIIAENGUNG AUF DEN AUFBAU 
SUB: SU 11 =cn*zr +Un·Cf3*BT -CT3*ZK-UK3*CU*BK -Dn*ZKp·Dn*UK3* 
*BK.P+OT3*ZTP+DT3*Un*BTP 
KOORDINA TENSYSTEME (KONSTRUKTIVER AUFBAU) 
KOORDlNATENSYSTEMNr.l 
KOSART, S 
KOSYNk AUFBAU 
KOSYNA, I 
Klassi r uierung des Koordinatensystems 
Name des KoordinalensyslenlS 
Name: des Bezugssystems 
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RQlalocjscbtr Jell 
2 Zahl der TcildtchWlscn 
Teildrehung Nt. I 
1 Art der Drehung (-3 ·.S) 
Drc:hwinkcl 
WINK = AK 
Tcildrc:hung Nr. 2 
2 An der Drehung (·3 -+5) 
Drehwinkel 
WINK = BK 
TrilmlalQOs,hc:r Tell 
1 Zahl der Tellvdaorc:n 
Teilvc:1C10r Ne. 1 
KOSYNA: I System fuer Tc:llvcklDr 
Tc:ilvcktor 
R(I) =0 
R(2) = 0 
R(3) = ZK 
KOORDINATENSYSTEM Nr.18: 
KOSART: K 
KOSYNA: NODEI2 
KOSYNA: LENKU 
TraD1latorjscbcr Teil 
Klassifizierung des KoordlMlensyslcms 
Name des Koordlß3lcnsysteml> 
Name des Bczugssyslems 
I Zahl der Teilvektoren 
Teilvektor Nt. I 
KOSYNA: LENKU System ruer TCllvcktor 
Teilvektor 
R(I) = (RS·RSI ) 'SAS 
R(2) = (RS·RS I)'CAS 
R(3) = 0 
MASSENGEOMETRISCHE DATEN 
Massengeomcltische Oalen fuer 
KOSYNA: AUFBAU Namen des Koordinatensystems 
Masse 
MASS =MK 
Trac:gheiLStensor 
KOSYNA: AUFBAU System fuer Angabe des Traeghellstensors 
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2.4 BcwegungsgJeichungen für MehrkörpersYSlemel(l.I) = TKI 
1(2.1) = O. 
1(2.2) = TK2 
1(3.1) =0. 
1(3.2) = O. 
1(3.3) = TK3 
Massengeomcltische Daten (uer 
KOSYNA: LENKU Namen des Koordinatensystems 
Masse 
MASS = MS 
Traegheitstensor 
KOSYNA: lENKU System euer Angabe des Traegheitslensors 
1(1.1) =TSI 
1(2.1) = O. 
1(2.2) = TS2 
1(3.1) = O. 
1(3.2) = O. 
1(3.3) = TS3 
EINGEPRAEGTE KRAEFTE UND MOMENTE 
AeusSCre{jMtrc Kraft U Aeusseres/jnneres MowS:DI 
FLEART: IK Art der Kraft/des Moments (GK.AK.AMJKJM.SEND) 
System(e) auf das(die) die Kraft/das Moment wirkt(en) 
KOSYNA: NODEI l. System (Wirkung positiv ) 
KOSYNA: MPKTI 2. System (Wirk.ung negati",); nur bei INNEREN KJM 
System. in dem die Krafr/das Moment eingegeben wird 
KOSYNA: I 
Kraft/Momenteingeben 
FLE(I)=O 
FLE(2) = 0 
FLE(3) = SU5 
AeussereliIUlers: Kraft 1/ Aeusseres/jnners:s Moment 
FLEART: AK An der KrafVdes Moments (GK.AK.AMJK.lM.$END) 
System(e ) auf das(die) die Kraft/das Moment wirkt(en) 
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KOSYNA: LENKU I . System (Wirkung positiv) 
System. in dem die Kraft/das Moment eingegeben wl1d 
KOSYNA: I 
KrafllMoment eingeben 
FLE(I)=O 
FLE(2) = 0 
FLE(3) = SU3 
Bewegungsgleichungen 
Die zusatl.lich zu den Bewegungs gleichungen auf den Ausgabcfilc geschriebenen 
Kontrollausdrücke der Eingaben wurden aus Platzgr1Jnden wc"classcn. Es werden 
nu.r die von Null verschiedenen Elemente ausgedruckt. 
Massenmarrix 
M( I.I ) = 1130. M(7.4) = - 18 .9 
M(7.5) = -14.786766 
M(2.2) = 504. M(7.6) = -4 .5025 
M(7.7) = 9.23 
M(3.3) = 1840. 
M (8.4) = -18.9 
M(4,4) = 109. M(8.5) = 14.786766 
M(8.6) = -4 .5025 
M(5.5) = 49.811185 M(8.8) = 9_23 
M(6.4) = 18.9 M(9.9) = 425 
M(6.6) = 7.2525 
MOO.lO) =42.5 
Matrix der OaempfungsJcraeftc 
0 (1.1) = 8960. 0 (4.1) = -5160 
0 (1.3) = 1229.44 0(4.3) = -6488.64 
0 ( 1.4) = -5160. 0 (4,4) = 5160. 
00.6) = -777. 0 (4.6) =777. 
0(1.7) = 771. 0(4.7) = -177. 
0(1.8) = 771. 0 (4.8) = -777. 
0(1 .9) = ·1900. 
O( 1.1 0)= -1900. 
0(2.2) = 3500.944 
0(2.5) = -1663.83 
0(2.1) = 438.228 
0(2.8) = -438.228 
0 (2.9) = -1413.6 
0 (2.10)= 1413.6 
0(3.1) = 1229.44 
0(3.3) = 15458.911 
0(3.4) = -6488.64 
0(3.6) = -1003.968 
0 (5.2) = -1663.83 
0(5.5) = 1983.2423 
0 (5.1) = -525.58564 
0(5.8) = 525.58564 
0(1.5) = -52558564 
0(7.6) = -143.745 
0(7.7) = 287,49 
0(6.1) = ·777. 
0(6.3) = -1003.968 
0(6.4) = 777. 
0 (6.6) =153.153 
0(6.7) = -143.145 
0(7.1) =777. 
0(7.2) = 438.228 
0 (7.3) = 994.56 
0(1.4) = ·777. 
0(8.1) = 777. 
0(8.2) = -438.228 
0(8.3) = 994.56 
0(8.4) = ·777. 
0 (8.5) = 525.58564 
0(8.6) = · 143.745 
0(8.8) = 287.49 
0 (9.1 ) = -1900. 
0(9.2) = ·1413 .• 
0 (9.3) = 2629.6 
0(9.9) = 1900. 
0(10.1) = -1900. 
0(10.2) = 1413.6 
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0(3.7) = 994.56 
0(3.8) = 994.56 
0(3.9) = 2629.6 
0(3.10)= 2629.6 
0(6.8) = -143.745 
Matrix der konservativen Lagekraeftc 
K(l.l) = 827600. 
K(1.3) = 885994. 
K( 1.4) = -796600. 
K(I.6) = -8621. 
K(1.7) = 8621. 
K(1.8) = 8621. 
K(1.9) = ·15500. 
K(I.IO)= -15500. 
K(2.2) = 80032.89 
K(2.5) = -65828.188 
K(2.7) = 4862.244 
K(2.8) = -4862.244 
K(2.9) = -11532. 
K(2.lOp 11532. 
K(3.1) = 885994. 
K(3.3) = 1150539.3 
K(3.4) = -928898. 
K(3.6) = -18384.88 
K(3.7) = 11034.88 
K(3.8) = 11034.88 
K(3.9) = 21452. 
K(3.10) 
K(4.1) = -796600. 
K(4.3) = -928898. 
K(4,4) = 1196600. 
K(4.6) = 98621. 
K(4.7) = -98621. 
K(4.8) = -98621. 
K(5.2) = -65828.188 
K(5.5) =291806.36 
K(5.7) = -72945.527 
K(5.8) = 72945.527 
K(6.1) = -8621. 
K(6.3) = -18384.88 
K(6.4) =98621. 
K(6.6) = 29194.885 
K(6.7) = ·21844.885 
K(6.8) = -21844.885 
K(7.1) = 8621. 
K(7.2) = 4862.244 
K(7.3) = 11034.88 
K(7,4) = -98621. 
= 21452. 
K(7.6) = -21844.885 
K(7.7) = 43689.77 
Vektor der Steuer- und Stoerkraefte 
H(4) :: 200000 .• WS3+20<X>00. ·WS4 
H(5) = 149142.29'WS3-149142.29'WS4 
H(6) =45000.'WS3+45000. 'WS4 
H(7) = -90000. 'WS3 
H(8) = ·9(x)()(). ·WS4 
H(9) :;: tSIX)()(), ·WS2 
H(10) = 180000. ·WSI 
Liste der verwendeten Namen 
T ZK AK BK ZT 
BSR ZVL ZVR ZKP AKP 
BTP BSLP BSRP ZVLP ZVRP 
ZTPP ATPP BTPP BSLPP BSRPP 
WS2 WS3 WS4 CAS SAS 
UK UKI UK2 UK3 UTl 
VK2 VT Vll WT CAHL 
CRHL CRHR CRVL CRVR CTI 
0(10.3) = 2629.6 
0(10.10)= 1900. 
K(8.1) = 8621. 
K(8.2) = -4862.244 
K(8') = 1 1034.88 
K(8,4) = -98621. 
K(8.5) = 72945.527 
K(8.6) = -21844.885 
K(8.8) = 43689.77 
K(9.1) = -15500. 
K(9.2) = ·11532. 
K(9.3) = 21452. 
K(9.9) = 195500. 
K(10.1) = -15500. 
K(10.2) = 11532. 
K(IO.3) = 21452. 
K(IO.lOp 195500. 
K(7.5) = -72945.527 
AT BT 
BKP ZTP 
ZKPP AKPP 
ZVLPP ZVRPP 
LO RS 
UTI VK 
CAHR CAVL 
CT2 CT3 
BSL 
ATP 
BKPP 
WSI 
RSI 
VKI 
CAVR 
OAHL 
!OO 2 Fahrzeugmodelle 
OAHR OAVL OAVR OTI OTI OTJ MK MS 
MT MVL MVR TKI TK2 TK3 TSI TS2 
TS3 TII TT2 TT3 AS SUI SU2 SU3 
SU4 SU5 SU6 SU7 SU8 SU9 SUIO S 
3 Modelle für Trag- und Führsysteme 
Die Aufgaben des Trag- und Führsystems bei Fahrzeugen sind: 
• Abstiltzung des Fahrzeuggewichtes auf dem Fahrweg und Führung des Fahr-
zeuges entlang des Fahrweges. 
• Isolation des Wagenkastens und der darin befindlichen Passagiere oder Fracht 
von Störungen durch Fahrwegunebenheiten und äußere Lasten (z.B. Windböen, 
Nutzlaständerungen). 
Die erste Aufgabe beeinflußt unmittelbar die Fahrsicherheit, während die zweite 
Aufgabe auf den Fahrkomfon einwirkt. Zur Gewährleistung einer hohen Fahr-
sicherheit muß das Trag- und Führsystem eine möglichst "steife" Anbindung an den 
Fahrweg bewirken. Dies steht im Widerspruch zur Forderung nach gutem Fahr-
komfon, der geringe Beschleunigungen des Wagenkastens und damit eine möglichst 
"weiche" Aufhängung verlangt. Dieser Zielkonflikt wird bei den meisten Fahrzeugen 
durch ein Trag- und Führsystem gelöst, das aus zwei Ebenen besteht: Der P r i -
m ära u f h ä n gun g, sie umfaßt Elemente in unmittelbarer Nähe des Fahrweges, 
und der S e k und ära u f h ä n gun g zwischen Wagenkasten und Primärauf-
hängung. Damit ergibt sich der in Fig. 3.1 dargestellte prinzipielle Fahrzeugaufbau. 
Die Auslegung der Primär- und Sekundäraufhängung kann im a1lg. nicht unabhängig 
voneinander geschehen. 
WAGENKASTEN 
Fig.3.1: 
Prinzipieller Fahrzeugaufbau 
S EKUNDÄRMASSE 
EFEDERTE MASSEl IG 
S EKUNDÄRFEDER 
RIMÄRMASSE 
NGEFEDERTE MASSEl 
P 
IU 
p RIMÄRAUFHANGUNG 
FAHRWEG 
Primär- und Sekundäraufhängung können aus pas s i v e n und/oder akt i v e n 
Eie m e n t e n aufgebaut sein. Von passiven Elementen spricht man, wenn keine 
äußere Energiequelle vorhanden ist. Aktive Elemente hingegen benötigen eine äußere 
Energiequelle sowie Einrichtungen zur Steuerung oder Regelung des Energieflusses. 
Im folgenden werden Modelle für Sekundäraufhängungen, wie passive Feder- und 
Dämpferanordnungen sowie Modelle der wichtigsten passiven und aktiven Primär-
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aufhängungen. insbesondere Räder für Straßen- und Schienenfahrzeuge und Magnet-
steIlglieder für elektromagnetische Schwebefahrzeuge (EMS-Fahrzeuge) behandelt. 
3.1 Modelle für passive Feder- und Dämpfersysteme 
Bei den Feder- und Dämpferelementen unterscheidet man I i ne are und nie h t -
I i n e are Elemente. je nachdem ob die zugehörigen Kräfte und Momente in line-
arer oder nichtlinearer Weise von den Lage- und Geschwindigkeitsgrößen abhängen. 
Diese Elemente können in unterschiedlichen Kombinationen auftreten; entsprechend 
vielfältig sind die resultierenden Kraftgesetze. Zunächst sollen die einfachen linearen 
Elemente und später einige nichtlineare Elemente beschrieben werden. Die Betrach-
tung beschränkt sich ausschließlich auf Elemente für translatorische Bewegungen. 
Die Übenragung auf rotatorische Bewegungen ist jedoch in einfacher Weise möglich. 
Tabelle 3.1 zeigt die Ersatzbilder linearer Feder- und Dämpferelemente in unter-
schiedlichen Kombinationen. Die zugehörigen äußeren Kräfte lassen sich unter 
Verwendung der Elementpararneter in Abhängigkeit der Verschiebungskoordinate s. 
gemessen von der Lage der entspannten Federn. bzw. deren Zeitableitung sangeben. 
Die Kraftgesetze für eine einzelne wegproportionale Feder bzw. einen geschwindig-
keitsproponionalen Dämpfer finden sich in Tab. 3.1. Zeile I und 2. Diese An der 
Dämpfung tritt bei Bewegungen in zähen Fluiden oder bei elektrischer Wirbel-
slromdämpfung auf. Die Par a I I eis c hai tun g von Federn und/oder Dämp-
fern mit den Einzelkräften J, ergibt aufgrund des Kräftegleichgewichtes die Ge-
samtkraftf als Summe der Einzelkräfte. 
n 
f=LJ,. (3.1) 
;=1 
Damit folgen die Kraftgesetze in Tab. 3.1. Zeile 3 - 5. Die Reihenschaltung von 
Elementen ergibt gemäß dem Schnittprinzip in jedem Element dieselbe Kraft f, die 
der Gesamtkraft entspricht. Bei der R e i h e n s c hai tun g g lei ehe r Ele -
me n te ergibt sich der Gesamtweg s bzw. die Gesamtgeschwindigkeit S aus der 
Summe der Einzelbeiträge. 
n n 
S=LSi. S=LSi. (3.2) 
;=1 ;=1 
Damit folgen die Kraftgesetze in Tab. 3.1. Zeile 6. 7. ln den bisher betrachteten Fällen 
lassen sich die Kräfte f als Funktion von sund S in der Form 
f = f(s) . f = f(~) . f = f(s.~). (3.3) 
darstellen. In der Sprechweise der Regelungstechnik kann man von Proportional-
(P-). Differential- (D-) bzw. Proponional-Differentialverhalten (PD-Verhalten) spre-
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Tab. 3.1: Lineare Kraftgesetze für verschiedene Kombinationen linearer Feder- und 
Dämpferelemenle 
Bezeichnung 
I. Feder 
(linear oder 
wegproportional) 
2. Dämpfer 
(viskos oder 
geschwindiglceilS-
proportional) 
3. Parallelschaltung 
von Fedem 
4. Parallelschaltung 
von Dämpfern 
5. Parallelschaltung 
von Feder und 
Dämpfer 
6. Reihenschaltung 
von Fedem 
7. Reihenschaltung 
von Dämpfern 
8. Reihenschaltung 
von Feder und 
Dämpfer 
9. Reihen- und 
Parallelschaltung 
von Federn und 
Dämpfer 
rnatzsystem 
~. I, I 
• t:;;:t-, 
'. ~'~ 
h~ 
%l -.-Js, ...-J5 S I 
" . ~J'\.-,~_. , . i--1 I. J--''' 
" .~ . I . , 
r-Js, t -Js~ 
Kennlinie 
'~ton d 
.' I 
Iflt:\_ ' lIf ( Ion k 
" 
'~~ 
11 '1 .. " 
'br'dl , 
• 
'. 
T 
H·t "" . 
.~..... ' , -
11 .t l .• , '. 
- , 
foII' ~'!, .nl ~ .. ~
• I 
Kraftgesetz 
fF = ks 
ID = d s 
• 
IF = L k,s = ks 
i=l 
• 
k = L k, ,-, 
• 
ID= L d; s=ds 
• 
d= L d, 
.=1 
I=ks+ds 
. k 
I+-I=k!i 
d 
d 
j(t=O)=/o. T = 'k 
- I 1 
1 + -(k + k,)1 = -kk, s + kS 
d d 
1(1 =0)=/0' T=_-=-d_ 
k+ k, 
I, = /:~, so . f. =k.io T 
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ehen. Im Gegensatz dazu steht das KraftgeselZ bei der R e i h e n s c haI tun g 
u n te r s chi e d I ich e r EIe me n t e. Beispielsweise ergibt sich für Fall a). 
Tab. 3.1. Zeile 8. die Dämpfungskraft 
10 =dSI 
und die Federkraft 
fF = k(s - SI) • 
(3.4) 
(3.5) 
wobei SI die Verschiebung des Zwischenlmotens darstellt. Infolge der Reihen· 
schaltung gilt Kräftegleichheit in beiden Elementen. 10 =!F = f Differentiation von 
(3.5) und Elimination von s liefen das Kraftgesetz 
. k 
1(1) + - 1(1) = kS(I). 1(0) = 10 . 
d 
(3.6) 
Die Kraftf(l) genügtjelZt einer linearen Dg!. I. Ordnung. deren allgemeine Lösung 
1(1) = e + [/0 + 1 k$(r)e~<dr] (3. 7) 
von der Anfangsbedingung 10 und der Störfunktion S(I) abhängt. Zwei Beispiele 
sollen das Lösungsverhalten verdeutlichen: 
I) Bringt man zum Anfangszeitpunkt I = 0 einen Aus I e n k u n g s s p run g 
auf (s = So = const. S = 0 rur I > 0). so ergibt sich der Anfangswen der Kraft zu 
10 = kso; damit folgt aus (3.7) 
t 
- -I 
I(r) = ksoe J . (3.8) 
Infolge der Nachgiebigkeit des Dämpfers nimmt die Kraft vom Anfangswen 
f(1 = 0) =10 auf den Endwen 1(1 ~ 00) = 0 ab. 
2) Bringt man zum Anfangszeitpunktl = 0 hingegen einen Ge sc h w i n d i g . 
k e i t s s p run g auf ($ = So = const. S(I) = Sol für 1 > 0). so folgt aus (3.7) 
(3.9) 
Der Anfangswen der Kraft beträgt nun 10 = O. Mit zunehmender Zeit wird 
die Feder gelängt und die Kraft 1(1) aufgebaut. bis der stationäre Endwen 
l(t ~ 00) = I, = dSo erreicht ist. Dann liegt eine reine Dämpfungskraft vor. 
In beiden Fällen kennzeichnet die Dg!. (3.6) den Ausgleichsyorgang der Kraft. 
beginnend von einem konstanten Anfangswen bis zu einem konstanten Endwen. Die 
fonnale Integration von (3.6) ergibt 
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f(t) +!... J f(f)df = k[s(l) - s(O)] + fo . (3. 10) 
d o 
In der Sprechweise der Regelungstechnik weist das Kraftgesetz einen Integralanteil 
(I-Anteil) auf. GI. (3.6) gilt auch für Fall b) in Tab. 3.1, Zeile 8. 
Eine Verallgemeinerung des Kraftgesetzes (3.6) liefert die Feder-Dämpfer-Anord-
nung in Tab. 3.1, Zeile 9, 
. I I 
f(l) + - (k + kl) f(l) = - k kl S(I) + k S(I) , f(O) = fo . 
d d 
(3.11) 
Die Antwort auf einen Auslenkungssprung ergibt hierfür einen stationären Endwert 
ungleich Null, während für die Antwort auf einen Geschwindigkeitssprung eine mit 
der Zeit anwachsende Kraft folgt. 
In der Fahrzeugtechnik weichen die Kraftgesetze der Feder- und Dämpferelemente 
oft vom linearen Verhalten ab. Tabelle 3.2 zeigt eine Auswahl nichtlinearer Kraft-
gesetze mit den zugehörigen Kennlinien. Häufig liegen ungerade Kraftkennlinien vor, 
fes) = - f( -s),.!(s) = - f( -s). Sie lassen sich mathematisch mit Hilfe der Signum-
Funktion beschreiben, wobei 
{
+ 1 x> 0 
sgn x = für 
-1 x<O 
(3.12) 
gilt. Nichtlineare Federn mit überlinearer (progressiver) oder unterlinearer (degres-
siver) Kennlinie finden sich in Tab. 3.2, Zeile 1. Aber auch bei linearen Feder-
elementen sind Anordnungen möglich, die auf nichtlineare Kennlinien führen, Z.B. 
bei Federn mit Spiel oder Vorspannung in der Einbaulage, Tab. 3.2, Zeile 2 und 3. 
Dämpfer mit quadratischer Kennlinie sind ein Modell für Turbulenzdämpfung in 
Auiden mit geringer Viskosität, Tab. 3.2, Zeile 4. Von besonderer Bedeutung sind 
Reibungsvorgänge bei festen Körpern. Sie können durch ein Coulombsches Reib-
element modelliert werden, Tab. 3.2, Zeile 5, wobei streng zwischen Haften (Haft-
reibwert J.4J) und Gleiten (Gleitreibwert /.l. < /Jo) zu unterscheiden ist. Die Haftreibkraft 
ist eine Reaktionskraft, die einen bestimmten Grenzwert nicht überschreiten kann, 
während die Gleitreibkraft eine eingeprägle Kraft darstellt, die aber von der 
Nonnalkraft - einer Reaktionskraft - abhängig ist. Die Reihenschaltung eines 
Reibelementes mit einer linearen Feder ergibt ein einfaches Modell für einen 
Bewegungsvorgang mit Hysterese. Häufig wird dabei J.4J = /.l. gesetzt; dann resultiert 
die in Tab. 3.2, Zeile 6, dargestellte Hysteresekennlinie. Die Parallelschaltung 
mehrerer Feder-Reibelemente erlaubt eine Anpassung der Hysleresekennlinie an 
gemessene Verläufe, Tab. 3.2, Zeile 7, Auch bei nichtlinearen Elementen können 
Integralanteile im Kraftgeselz auftreten. Tab. 3.2, Zeile 8, zeigt eine Feder mit 
wegabhängiger Federzahl f = f(z), wobei z = zU, T) der im Zeitintervall T S; f S; I 
zurückgelegte, siels positive Defonnationsweg der Feder ist, 
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Tab. 3.2: NichUineare Kraftgcsctze für ausgewählte Kombinationen von Federn. D!1mpfcm 
und Rcibclementen 
Bezeichnung Et.3l2Syslcm Kennlinie KrnflgeselZ 
I. nichtlineare • ,'" fF ;ks+oo' . ".0 
Feder ~, ~~_11~ a>O ~gresSiv . , a;O 1-' -;;p- IOear , a<O degressiv 
2. lineare Federn . .,0r' lar-I' '~ + t
s
-
O
) 
s20 
mit Spiet ' ~T~ ' ., IF; 0 lsi " 0 (Spielweile 20) m ~ - , T 
L",-; k(S+ 0) sS-a 
3. lineare Federn ~~~ -*' 
_{k(S+O) s>O 
mil Vorspannung !F - k(s-o) s<O (Federvorspann- n.'-e " weg 0) 10 ko , 
4. quadr:ltischcr ~" *' fo::;: dj2sgns Dämpfer 5.Coulombsches Haften: 
Rcibelemenl ~ - 1"' .. IIRI "1'0 IN s;O '. . 111'0 1 - ~ Gleiten: . ~I. 
t. ; J1!N sgn • ... 0 
6. Coulombsches Haften: 
Reibelement mit 14 Jp----t,l\" -& .. (I" ; O:s, ; 0_ sgn.!, ; 0) linearer Feder (Feder-Reit>- ~ ""- I J ~ , Ir ; k,(s - s,) - J1!N sgn s,. \" s(t"l ,,'\C fl 
Ilrl" J1!N element) r ' 11.,1 U.'1'"'' ' 11 1• 
Gleiten: Ir ; J1!N sgn s 
7. Parallelschallung " I;kos+ L lTi(s.s,) von Feder- ,., 
Reibelementen " 1' .. , I., + Haflen: (vgl. 6.) " , Ir. = k, (5 - s,) - J.l.JN, s8n S,. " ,t ..~ ". '- ". rt' , 11r.1 "MN, 
Gleiten: Ir. ; I',[N, sgn.! 
8. Feder mil 11 'I '''1 
wegabhängiger ~ I-J, , ~, 'I , j + "Ssgn(.!)1 = k s./(t; 0); t ". Federzahl , I) s = so: 10 = Je soe- dls.1 
, . [ltl , kt -~' 1I 'I ' .!S 
, 
, 
10 . 
.. sgnso k 1,f1.1I./lSldldt I~'I I 2)s; so : T; . ,f, = -sgn • 
"so " 
So 
T " 
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, 
Z = Z(I, -r) = J 1.i('i')ld'i'. (3.13) 
r 
Das zugehörige Kraftgesetz folgt allgemein aus 
, 
/(1)=/0+ J k(l, -r) s(-r) d .. 
o 
Für k (I, -r) = k = const erhält man das lineare Federkraftgesetz 
/(1) = k S(I) , 
(3.14) 
(3.15) 
wobei s(O) = /0 / k verwendet wurde. Setzt man eine mit dem Defonnationsweg Z 
exponentiell abnehmende Federzahl 
k(z) = k e- '" 
in (3.14) ein, so folgt 
, 
, -"J l j(f~df 
/(1) = /0 + J k e' s("r) d .. 
o 
(3.16) 
(3.17) 
Daraus erkennt man, daß die Federkraft fil) zum Zeitpunkt I von der vorangegan-
genen Bewegung abhängt, wobei die weiter zurückliegenden GeSChwindigkeiten s(-r) 
mit zunehmender Zeitdauer 1- r immer weniger berücksichtigt werden. 
Dureh zeitliche Differentation von (3.14) gemäß 
. d'- - '0-
/(1)=- J k(l, r) s(r)dr = k(I,I) 05(1)+ J -k(l, r)s(r)dr 
dl 0 0 01 
erhält man mit (3.16), (3.13) die Dg!. für die Federkraft 
j(l) + tJ .1(1) sgn (s) /(1) = k 05(1), /(0) = /0. 
(3.18) 
(3.19) 
Im Gegensatz zu (3.6) genügt die Kraft fil) einer nur stückweise linearen Dg!. I. 
Ordnung. Als Antwort auf einen Auslenkungssprung (s = So = const, .I = 0 für I > 0) 
folgt die konstante Federkraft / = /0 = k soe-Olsol, während die Antwort auf einen 
Geschwindigkeitssprung (s = So = const ftlr I > 0) ein ähnliches Verhalten wie die 
lineare Dg!. (3.6) aufweist, allerdings ergibt sich als stationärer Endwerteine konstan-
te Gleitreibungskraft, /(I->~) =!s = ! sgn so, vg!. Tab. 3.2, Zeile 8. 
Das durch (3.19) beschriebene Element wurde von Kranz [3.1] in Parallelschaltung 
mit einer linearen Feder als Modell für Trapez- und Parabelfedern von Eisenbahn-
Güterwagen verwendet. Ein Vergleich mit Meßergebnissen zeigt, daß auf diese Weise 
das Hystereseverhalten richtig wiedergegeben wird. Die beiden Parameter tJ und k 
lassen sich in einfacher Weise aus Messungen statischer Federkennlinien bestimmen. 
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Für alle in Tabelle 3.1 und 3.2 angegebenen Elemente benötigt man die zugehörigen 
Parameter wie Federzahlen. Dämpfungsgrößen und Reibwerte. Die Federparameter 
lassen sich vielfach noch rechnerisch erfassen. während die EnnillJung der Dämp-
fungsgräßen und Reibwene experimentelle Untersuchungsmethoden erforden. 
Beispiel3.1 Mathemalisches Modell fOr eine geschichl Clc Blall-
e e d e f . Für eine geschichtclc Lastwagcn-BlaUfedcr wurde unter Vorlast die in Fig. 3.23) skizzierte 
statische Kraft-Weg-Kennlime gemessen. Die Meßdaten lauten. vgl. eebon [3.21: 
'0 = k. = k, = 60 Nimm . 
Po =P. =P = 1.2 mm . 
10 = 460.0N. 
I. =- 41O.0N . 
So =7.3mm . 
Man bcslimme ein mathematisches Modell unlce Verwendung einer Feder mit wcgabh!lngigcr 
Federzahl. 
01 
5 
5, s" 
bl 
Fig. 3.2: 
a) Kran-Weg-Kennlinie. 
5 b) Ersatzsystem für eine geschichtete Blaufeder 
Lös u n g: Zunächst wird durch Nullpunklsvcrschicbung der Kraflkoordin:lIC eine ungcrndc 
Kennlinie eru:ugt. I(s ) = - f( - sl. wobei 1 = 1- IM mit IM = i(Jo + I.) = 25N gilt . Da die obere 
und unIere Tangente an die Hysteresekurve parallel verlaufen (Stcigung ko = k. = kl ) wird der 
Blattfeder als Etsatzsystem die Parallelschaltung eincr linearen Feder I (Federkonst3nte k1) und einer 
Feder 2 mit wegabh:1ngiger Federzahl zugeordnet. vgl. F'g. 3.2b). Die gesamte Federkraft ergibt sich 
zu 
1(5) E 1(5) - I~ = fi(s )+ J,(s) . 
I,(s )= ' ,s . (I) 
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Die Federkraftj,(s) ergibt sich gemäß (3.17) nach Transformation der Variablen aus dem Zeit- in 
den Wegbcreich zu 
I - tt i Idlfl 
[,(s)=/ k,e • du. 
o 
(2) 
mit den heiden zu bestimmenden Parametern *2, ß. Qic Auswenung dieser Beziehung ist abhängig 
vom zurückgelegten Deformationsweg , = ,es. u) = /1äa1. Für den Weg I, vgl. Fig. 3.2a), mit 0 ~ s 
S So. 0 S Uf S S (z, :;; s - 0',) folgt (1 
• k, 
[,(s)=! k, e-Oi .·a"du/ =-;)O - e-"'). (3) 
h(so)= ~(I-e-'~) ' f* · 
" 
(4) 
FUrdie Wege I und 11 millo ~ s ~ -socrhäll man nach Aufspaltung des Integrals (2) in zwei Teilinte· 
grale mit den Integrationsvariablen 0'1 bzw. an. 
I) 
11) 
(ZI:- So -0, + So -5:;; 2s0 -s - oll. 
(zu = UD - 5) : 
12(5) :;; 1 *2 e - "(l 'o-s-atldC11 + j *2 e-tt(GD-')dull 
o ~ 
= ~ [( e- .,~-,' - e- '''~-'') - (1- e- "~-")]. 
[,(- so ) = ~ [e-"~ (1 - e-'" )- (1- e-H" )j . - (f **- c "" /*). 
wobei die Abkürzung 
f**=~(l-e-'''') 
" 
(5) 
(6) 
(7) 
verwendet wurde. Für die Wege I. II und 111 mit - So S s s: So ergibt sich analog nach Aufspallung des 
lmcgrals (2) in drei Teilinlegrale mit den Integralionsvariablen 0;:. <1u bzw. Oin. 
1) O~<7, S So 
11) So ~ un ~ - So 
111) - So S amS So 
(ZI;; So - al + 250 + J + So = 4so + s -al). 
(zn ;;so + an + s+so= 2so+s+au). 
('w=s-uw): 
12(s) = k2 [1 e-"(4So+6-addul+ -j e- IH2SQ+t+Oll ldO'n 
o .. 
+ j e- "{' - Dul1dO'W] 
-.. 
= .; [( e- "(Jso +6) - e- " (4SO + ' ) ) - (e- "("0 +I) - e- "(Jto +I») 
+ (I-e-· '·' -")] ' 
[,(so) = ~[(e-"" -c-'·~)-(e-'·~ -e-'·~)+(l -e-'·" )] 
" f**(I-e-'''' )+e-''''f o. 
(8) 
(9) 
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Man erkennt. daß sich unter der Voraussetzung 
e-2 ",- «1 (10) 
die Kraft.Weg-Kennlinie 12(5) bereits nach einem Belastungszyklus wiederholt und zwischen den 
Grenzwenen h (-so)· - k~ S h (s) S h(so) • k~ bewegt. Darni' folg' als Approximation filr das 
Kraflgesetz der wegabh!1ngigen Feder 2: 
Weg 11 (ds < 0) : "(s). k~ [2e-'''-' ' - I]. (11) 
-so SsSso 
Weg 111 (ds > O) : (12) 
Die S,eigungdh(s)/ds im Punk's=+so bei Weg IIbzw. im Punk' s =-s, bei Weg 111 ergiblSichjeweils 
zu 
(I{, (s) I 
- e tan a - 2*2 . ds •• %'0 (13) 
Mil diesen Ergebnissen lassen sich aus den gegebenen Meßwerten die beiden Paramelcr *2 und ß 
bcs,immen. vgl. Fig. 3.20): 
• Der vertikale Abstand zwischen oberer und unterer Tangente an die Hystercsckurvc liefen 
k, 
10-1.- 2-;, ' (14) 
• Die Projektion der Eckpunk'e der HySleresekurve auf horiwnlale Geraden dun:h die Schnill-
punk'e 10 und I. erlaub' die Bestimmung der S'eigung (13) in wahrer GrOße (dun:h die Pr0-
jektion wird der Kraftanteil der linearen Feder I aus der Kennlinie eliminiert). Damiterhält man, 
vgl. Fig. 3.20). 
l3n a = /0,/' .2k, . (15) 
Aus (14). (15) folg' mi' den gegebenen Zahlenwenen 
I 
ß·-
ß 
k 10-1. 
,. 2ß 
= 0.83 mm- I • 
I 
= '2tana =362.5N/mm . 
Abschließeod wird die GUI'igkei' der Voraussetzung (10) liberprüf' . 
e- 2 "'_ = e-2 -0,'3 1,3 = 5.2 - 10- & «I. 
(16) 
(17) 
Damil ist gezeigt. daß die durchgefUhrten Näherungen im vorliegenden Fan gerechtfenigt sind. Dies 
ist wesentlich auf den hinreichend großen Federweg So bei der experimentellen Aufnahme der 
Krafl~ Weg. Kennlinie zurtJckzuführen. 
Die relativ kompliziene Hysteresekurve einer geschichteten Blanfeder läßt sich durch ein einfaches 
3-Parame'er-Modell mil (I). (11). (12) hinreichend genau malhema,isch beschreiben. Als Allema-
'ive zum Modell der wegabhilngigen Feder 2 halle man auch ein Feder-Reibelemen' (Tabelle 3.2. 
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Zeile 6) verwenden können, das bei gleicher Paramclcranzahl ebenfalls das HyslereseverhaIten zu 
erfassen gestalleI. Allerdings würde die resultierende Hysteresekurve vier staU zwei Eckpunkte 
aufweisen und folglich nicht so gut mit den Meßwerten übereinstimmen wie das gewählte Modell. 
o 
3.2 Modelle für aktive Kraftstellglieder 
Die Kraftstellglieder lassen sich abhängig von der Kraftübertragung in m a -
gnetische, elektromechanische. hydraulische und pneu-
m a t i s c h e S tell m 0 tor e n einteilen. Sie werden in der Fahrzeugtechnik als 
Servomotoren für Hilfsfunktionen wie Servolenk- oder Servobremssysteme und als 
aktive Sekundärfederungen eingesetzt. Die Magnetstellglieder dienen bei Magnet-
schwebefahrzeugen nach dem Prinzip der elektromagnetischen Anziehung auch als 
primäres Trag- und FUhrsystem. Im folgenden werden Modelle für Magnetstellglieder 
näher betrachtet. Die Struktur des resultierenden Kraftgesetzes läßt sich auf andere 
aktive Stellmotoren übertragen. 
3.2.1 Modelle für Magnetstellglieder 
Die Forderung nach einem einfachen und doch vollständigen und genauen Modell ist 
bei der mathematischen Beschreibung der Magnetstellglieder kaum erfüll bar. Die 
Magnetrnodelle sind entweder einfach, dann kennzeichnen sie die physikalischen 
Effekte nur unzureichend, oder sie sind genau, dann sind sie kompliziert und schwer 
berechenbar. Wegen der starken Abhängigkeit des Magnetverhaltens von der jewei-
ligen Geometrie und den gewählten Werkstoffen führt der axiomatische Weg der 
Modellbildung nur zu groben Aussagen; man ist deshalb im allg. auf Messungen 
angewiesen. Im folgenden werden nie h t 1 i n e are und I i n e a r i sie Tl e 
Mag n e t m 0 dei I e angegeben, die eine Anpassung an gemessene statische und 
dynamische Magneikennlinien erlauben. 
f'-'===<LL.'"'i ANKER-
'-----, ___ -' SCHIENE 
Fig.3.3: 
Modell für ein Magnelslellglied 
Ausgangspunkt für die Modellbildung ist ein Einzelmagnet, dessen magnetische 
Kraftwirkungen durch eine Einzelkraft ersetzt werden, Fig. 3.3. Die allgemeine 
Spannung-Strom-Beziehung des GleichsITomkreises lautet 
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d 
U(I) = RI(t) + - tlJges [/(t). Sg.,(I») . 
dt 
(3.20) 
Darin sind U(t) die angelegte Spannung. I(t) der Spulenstrom. R der Ohmsche 
Widerstand und tlJg •• der gesamte verkettete magnetische Fluß. der vom Strom I. dem 
LuflSpalt Sg •• sowie von Geometrie und Werkstoff des Magneten abhängt. GI. (3.20) 
stellt eine Spannungsbilanz dar. Die von außen angelegte Spannung muß gleich der 
Summe der Spannungsabf:i.lle im Stromkreis sein. Der erste Spannungsabfall ergibt 
sich aus dem Ohmschen Gesetz. während der zweite aus dem Induktionsgesetz folgt. 
Durch Multiplikation von (3.20) mit dem Strom I(t) und Integration über die Zeit 
erhält man eine Energiebilanz. Aus der Gleichheit von magnetischer Energie und 
Arbeit der Magnetkräfte folgt die Zugkraft-Magnetfluß-Beziehung für die Gesamt-
kraft 
(3.21) 
Eine fürmeßtechnische Zwecke bequemere Darstellung erhält man durch Einführung 
der Induktivität Lg ... 
tlJg •• (I. Sg •• ) = 4 .. (1. Sg .. ) I . (3.22) 
Berücksichtigt man die zeitliche Änderung von Strom. 1 = [(t). und Spaltweite. Sg., = 
Sg.,(I). so folgt aus (3.20) mit (3.22) 
U(t) = R1(t) + (~/(t) + 4 .. ) i(t)+ ~ I(t) s(t). 
iN asg., 
während (3.21) mit (3.22) in 
a /(1) 
!g.,(I) = - -:;- f 4.,(i. Sges) i di 
aSges 0 
(3.23) 
(3.24) 
übergeht. Die Anwendung von (3.23). (3.24) setzt realistische Ansätze für die In-
duktivität Lges voraus. bei deren Bildung folgende Einflußgrößen zu beachten sind: 
• Luftspalt Sg •• des Magneten. 
Länge IF der Feldlinien im Eisen. 
Permeabilität IlF des Eisens. 
Änderung von IlF mit dem Strom 1 (Sättigung). 
Streuung der Feldlinien. 
Verdrängung der Feldlinien durch Wirbelströme infolge Stromänderung und 
Bewegung des Magneten längs der Ankerschiene sowie 
HystereseeinflUsse. 
Eine Zusammenstellung von Modellen für die Induktivität Lges unter Berücksichti-
gung der ersten fünf Einflußgrößen sowie die damit berechneten Magnetkräfte finden 
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sich in Tabelle 3.3. Die Wirbelstrom- und Hystereseeinflüsse sind theoretisch nur 
schwer erfaßbar. Sie bewirken nicht nur eine Verminderung der Induktivität, sondern 
ergeben gleichzeitig Ohmsehe Verluste (Erwärmung des Magneten), die sich durch 
eine Erhöhung des Widerstandes R berücksichtigen lassen. Im allg. reicht dazu das 
Modell (3.23) nicht aus. Die Wirbelströme und ihre ungünstigen Auswirkungen 
können klein gehalten werden durch Verwendung von lamellienen Eisenkernen und 
geblechten Ankerschienen sowie durch Werkstoffe mit geringer elektrischer Leit-
fahigkeit (Siliziumzusätze). Auf diese Einflüsse wird hier nur hingewiesen, aber nicht 
näher eingegangen. 
Im folgenden werden die nichtlinearen Magnetgleichungen (3.23), (3.24) um eine 
Referenzlage R linearisien. Es liegen stetig differenzierbare Funktionen vor, so daß 
eine Taylorreihenentwicklung möglich ist. Die Abweichungen von der Referenzlage 
werden als klein vorausgesetzt. Dies ist bei MagnelStellgliedern gerechtfertigt, denn 
infolge der Lageinstabilität eines Magneten ist stelS ein Regelsystem zur Stabili-
sierung erforderlich, dessen Aufgabe es ist, die Abweichungen von der Referenzlage 
klein zu halten. Mit den Beziehungen 
U(I) = UR +u(t) , 
[ge,(I) = [R + [(I), 
1(1) = IR +i(l) , 
Sg.,(t) = SR + S(I) (3.25) 
folgen aus den nichtlinearen Gleichungen (3.23), (3 .24) zunächst die Zusammenhän-
ge für die konstanten, durch R gekennzeichneten Referenzwene, 
(3.26) 
Die Abweichungen von den Referenzwenen werden durch die linearisiene Spannung-
Strom-Beziehung 
= Ri(l) + 
1(1) + aLge, IR .(1) 
asgcs R 
1(1) - K, ,(1) 
und die linearisiene Kraft-Strom-Weg-Relation beschrieben, 
[(t) 
dfges =--al R 
'() dfges I1 +--asgos R S(I) 
i(l) - K, S(I) . 
Die Größen K, K" KI und K, sind im Referenzpunkt R konstant und positiv_ 
(3.27) 
(3.28) 
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Tab. 3.3: Modelle für die Induktivilä' L,N und die Magnelkmf'/,N eines MagnelS,ellgIiedes 
ErsaWchal'biId IInduktiViCllr.N I Magnelkmf'/,N 
I) Idealisierter Magne, rni' LuflspaItinduktivil!ll LL 
R 
uI2=l· 
2) Magne, mil LuflSpal'- und Eiscninduktivil!ll_ LL und L, (gleiche Querschniue AL = A, = Al 
• t,=IJ,AN'[ 1 I ]' 
2s .L 
... 1', 
I 
= IL 2 
(I I,) + 2s,..l', 
3) Magnet mir LuflSpall-. Eisen- und Streuinduktiviutt. LL' LF und L, 
R 
J....",.. =LNw(s,a)+L, 
I 
L, =LL I +L, 
1+ ' 
2s,..l', 
L 
L, . L"a aus Messungen. '1 = -' 
L,n 
4) Magnet wie 3) mit Berücksichtigung der Magnclisicrungskurvc 
(bereichsweise gilt: J1, - 11/* . z. B. p, = C //1) 
R L,a = LNub:(s,Q . /)+ L, 
I 
L. = L, I 11 + L. 
1,_ = _a_ i L(s,_ . i)i di 
Ollel 0 
1+_' __ 
2s,ac 
I 
I. = fL I I' 
1+ -'i!.:... 
C • • aus Messungen 2sp c 
Be ze ich n uogen: A Fläche eines Poles N Windungszahl 
U Spannung in V in m1 .., Sueufak'or 
1 StromsUlrke in A I Magnctkr.J.fl in C., Konslantcn 
R Widers'and in {J= V / A New,on = VAs/m Indizes: 
L Induklivilä' in H = ns /Jo Induktionskonstante ges gesamt. L LuflSpal'. 
s LuflSpaI' in rn /Jo = 41<' ((r' Hirn NutzNutzanleH. F Eisenkern. 
I, mago. Weg im Eisen in m IJ, rel. Penneabilit!l.t s Sueuanl. 
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Aufgrund der nichtlinearen Theorie gilt allgemein der Zusammenhang 
R 
o 0 I 
=- ~/-;-- f ~es (i,sges )idiIR 
(1 QSges 0 
= _ o~es(l, Sges ) IR = K, . 
OSges R 
(3.29) 
Im einzelnen sind die Konstanten vom jeweiligen Induktivitätsmodell abhängig. Für 
das idealisiene Magnetmodell I), Tab. 3.3, ergibt sich beispielsweise 
Aus (3.30) erkennt man für dieses Modell einen Zusammenhang zwischen den Kon-
stanten. 
Fig. 3.4: 
Bestimmung der Magnetkonstanlen K, 
und K, aus statischen Kraftkennlinien 
(3.31) 
I,.. I ... 
a~~;~IKII ~~acctanl-K.I 
~~ - ~  
I I IR:const 
I SR S 
Für realistische Magnetmodelle, die den Einfluß der Streuinduktivität L, berücksich-
tigen, ergibt sich anstelle von (3.31) die Beziehung 
Kl -I -d K K - - 1/,. 1/, - L ' 
I s gesR 
(3.32) 
wobei der Streufaktor 1/, eingefühn wurde. Die Beziehungen (3.29) - (3.32) sind als 
theoretische Näherungen zu verstehen . Bei praktischen Anwendungen ermittelt man 
die Konstanten aus gemessenen Magnetkennlinien. Die Wene KI und K, lassen sich 
in einfacher Weise aus den statischen Kraftkennlinien eines Magneten bestimmen, 
Fig. 3.4. Aus experimentell ermittelten Spannungskennlinien oder näherungsweise 
mit Hilfe der theoretischen Beziehungen (3.29), (3.32) folgen damit die restlichen 
Kennwene. Formt man die linearisienen Gleichungen (3.27). (3.28) um und eliminien 
die Stromstärke i. so erhält man eine lineare Differentialgleichung erster Ordnung für 
die Kraftj. 
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j(l) + kf 1(1) = -k,$(I) - k;~(I) + kull(I). 1(0) = 10 . 
Die verwendeten Abkürzungen bedeuten 
k 
_ KJ 
U - K I 
J 
(3.33) 
(3. 34) 
wobei mit (3.29). (3.32) k, = 1/, K, folgt. Damit erweisen sich alle Konstanten in 
(3.34) als positiv. 
Vergleicht man das Kraftgesetz (3.33) für ein aktives Magnetstellglied mit dem 
entsprechenden Gesetz (3.11) fUr eine passive Feder-Dämpfer-Anordnung. so stellt 
man für 11(1) = 0 die gleiche mathematische Struktur fest. Ein wesentlicher Unter-
schied besteht jedoch in den Vorzeichen der Konstanten bei $(1) und ~(I). Ursache 
dafUr ist. daß der Betrag der Kräfte eines Magnetstellgliedes bei 11(1) = 0 mit 
wachsenden Größen $(1). ~(I) abnimmt. vgl. Fig. 3.4. während er bei Feder-Dämpfer-
Elementen zunimmt. Dieses Verhalten führt bei ungeregelten Magnetstellgliedern zu 
einer instabilen Referenzlage. Durch eine geeignete Regelung der Spannung 11(1) kann 
jedoch stets eine Stabilisierung erreicht werden. Wählt man beispielsweise ein 
Regelgesetz der Form 
(3.35) 
wobei die Größen S(I). ~(I) undj{l) zu jedem Zeitpunkt aus Messungen bekannt sein 
müssen (Meßort gleich Stellort) und die Koeffizienten , ~ V = I (I )3. die zugehörigen 
Reglerverstärkungen darstellen. so läßt sich die Referenzlage in einfacher Weise 
stabilisieren. Außerdem können alle Eigenschaften der passiven Feder-Dämpfer-
Anordnung mit einem Magnetstellglied berührungsfrei erreicht werden. denn mit 
(3.35) und 
'\ = (ks + .!. k k\) _I • '2 = (k, + k) _I • 
d ku ku 
r3 = [kf _.!. (k+k\)] 1.. 
d ku 
(3.36) 
ist das Kraftgesetz (3.33) für kleine Bewegungen um die Referenzlage identisch mit 
(3.11). Insbesondere erhält man für große Werte k. kt eine steife Anbindung an die 
Referenzlage; man spricht dann bei einem magnetischen Trag- und Führsystem wegen 
des kinematisch ähnlichen Verhaltens von einem "m a g n e t i s c h e n Rad" . 
Gottzein [3.3). Der Vergleich eines geregelten Magnetstellgliedes mit einem Rad ist 
auch im Hinblick auf die jeweils vorhandene einseitige Bindung zutreffend. Ein 
Elektromagnet kann nur Zugkräfte. ein Rad hingegen nur Druckkräfte auf den 
Fahrweg ausüben./ge.(I) = IR + j{t) > O. Fig. 3.5. Kompensieren die dynamischen 
Lasten j{t) die statischen Referenzwerte IR. j{t) ~ - IR. so hebt das Rad vom Fahr-
weg ab bzw. haftet das Magnetstellglied - bei linearer Betrachtung - am Fahrweg. 
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Fig.3.5: 
Einseitige Bindung bei 
a) Rad. b) Magnetslellglied 
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3.2.2 Allgemeines lineares Modell für aktive Kraftstellglieder 
Die mathematische Struktur des linearen Magnetmodells (3.33) läßt sich auch auf 
elektromechanische. hydraulische und pneumatische Stellmotoren übertragen. Für 
kleine Abweichungen von der Referenzlage und bei Vernachlässigung von Reibungs-
einflüssen sowie Massenwirkungen gilt allgemein für Kraftstellglieder das Kraft-
gesetz 
c Ij(l) + ctfU) = C,S(I) + C,S(I) + Cull(I). 1(0) = 10 . (3.37) 
Die darin auftretenden Koeffizienten cI' cI, c" c" Cu und die Steuergröße 11(1) sind 
natürlich vom Typ des Stellmotors und vom jeweiligen konstruktiven Aufbau abhän-
gig. Infolge der Befestigung des Stellgliedes an zwei Punkten ist stets die Abhängig-
keit von der Relativverschiebung S(I) und der Relativgeschwindigkeit S(I) gegeben. 
DasZeitverhalten des Stellgliedes wird wesentlich von der Steuergröße 11(1) bestimmt. 
Liegt ein geregeltes Stellglied vor. so kann man abhängig vom Meßort grob zwischen 
zwei Regelkonzepten unterscheiden. Sind Meßort und Stellor! gleich, so weist das 
Regelgesetz die Struktur (3.35) auf. und das geregelte Stellglied (geschlossener 
Regelkreis) stimmt strukturell mit dem passiven System (3 .11) überein. Sind Meßort 
und Stellort voneinander verschieden. so lassen sich Kraftwirkungen des Stell gliedes 
als Folge von Systemveränderungen in größerer Entfernung vom Stellor! erzeugen. 
Dieses Verhalten ist mit passiven Elementen grundsätzlich nicht erreichbar. 
3.3 Vergleich passiver und aktiver Stellglieder 
Die Ausführungen in den vorangehenden Abschnitten zeigen die Verwandtschaft der 
Kraftgesetze passiver und aktiver Stellglieder. Ein allgemeiner Vergleich der Eigen-
schaften beider Stellgliedarten soll die Unterschiede verdeutlichen. 
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Für pas s i v e S tell g I i e der gilt: 
• Eine äußere Energiequelle ist nicht vorhanden_ Energie kann lediglich in Feder-
elementen gespeichert oder in Dämpfer- und Reibelementen dissipiert werden. 
• Die Krafterzeugung ist abhängig von den lokalen Relativbewegungen zwischen 
den Einbaupunkten an benachbarten Körpern. 
• Eine "weiche" Anbindung benachbaner Körper. die aus Komfortgründen bei 
Sekundärfederungen erforderlich ist. führt zu großen Relativverschiebungen. 
Der letztgenannte Punkt ist unmillelbar ersichtlich aus einer Faustformel zur Berech-
nung der Eigenfrequenz 10 eines linearen Feder-Masse-Systems mit Hilfe der sta-
tischen Einfederung So. 
5 
10 = -- • 10 in Hz . So in cm . 
Fa 
(3.38) 
Für die angenommene Eigenfrequenz eines Wagenkastens von 10 = I Hz folgt als 
zugehöriger Federvorspannweg So = 25 cm. Damit fUhren auch statische Zusatz-
lasten zu großen unerwünschten Relativverschiebungen. Die Zahlenwertgleichung 
(3.38) ergibt sich für ein Feder-Masse-Syslem (Masse m. Federkonstante k) mit 
10 = Wo /2n. (06 = k / m. aus dem statischen Gleichgewicht von Gewichts- und 
Federvorspannkraft. mg = kso• woraus k / m = g / So und 10 = ~ g / (4n2so) folgt. 
Die Vorteile passiver Stellglieder sind: 
• Einfacher Aufbau. hohe Zuverlässigkeit und Robustheit. Wanungsfreiheit. ge-
ringe Herstellungskosten. 
Für akt i v e S tell g I i e der gilt: 
• Die definitionsgemäß vorhandene Energiequelle erfordert eine kontinuierliche 
Energiezufuhr bzw. Energiesteuerung unabhängig von inneren Energie-
speichern. 
• Alle Eigenschaften passiver Stellglieder können erreicht werden. Die Krafter-
zeugung ist jedoch nicht abhängig von den lokalen Relativbewegungen. sondern 
steuerbar durch beliebige relative oder absolute Meßgrößen. die auch entfernt 
vom Stellort auftreten können. Abhängig von den Meßgrößen kann das Stellglied 
~,weichu und . .hart" antwonen. 
• Eine "weiche" Anbindung benachbaner Körper oder gleichbedeutend eine nied-
rige Eigenfrequenz läßt sich bei geringen statischen Verschiebungen erzielen. 
• Eine kontinuierliche Verschiebung des Arbeitspunktes ist möglich. Damit kön-
nen z.B. die Wirkungen statischer Zusatzlasten ausgeglichen werden. 
• Die kurze Ansprechzeit des Stellgliedes ermöglicht rasche Ausgleichsvorgänge 
bei äußeren Störungen. 
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Die Nachteile aktiver Stellglieder stehen dual zu den Voneilen passiver Stellglieder: 
• Kompliziener Aufbau, erhöhte Störannilligkeit, größere Herstellungs- und War-
tungskosten. 
Zur Erhöhung der Zuverlässigkeit kommen auch aktive Stellglieder mit parallel 
geschalteten passiven Elementen zum Einsatz. 
3.4 Kontaktkräfte zwischen Rad und Fahrweg 
Räder sind die wichtigsten passiven Primäraufhängungen. Sie sind einfach aufgebaut, 
robust und zuverlässig, bei vergleichsweise geringen Herstellungs- und Wanungs-
kosten. Räder gestatten in idealer Weise die Vereinigung der Funktionen Tragen, 
Führen und Antreiben. Diesen Voneil erkennt man deutlich aus dem Vergleich mit 
Alternativen, bei denen die einzelnen Funktionen aufgelöst und getrennten Kompo-
nenten zugewiesen werden, wie es in der Regel bei Schwebefahrzeugen der Fall ist. 
Man kann grob zwischen s t a r ren und d e f 0 r m i erb are n Rädern unter-
scheiden, letztere lassen sich in 1 i ne are 1 ast i sc he Räder (z.B. Stahlräder) 
und ni c h t 1 i n e are 1 ast i sc h e Räder (z.B. Gummiräder, Gummireifen) 
einteilen. Die Kontaktkräfte bei starren Rädern können in einfacher Weise ermittelt 
werden. Bei deformierbaren Rädern ist dies infolge der komplizienen Vorgänge in der 
Kontaktfläche nicht der Fall. Es sind deshalb viele Rolltheorien entwickelt worden, 
vgl. z.B. Kalker [3.9], Sperling [3.15]. 
In diesem Abschnitt werden einleitend die Rollvorgänge bei starren und defor-
mierbaren Rädern behandelt. Danach erfolgt die Ermittlung der Kontaktkräfte für 
elastische Räder (Stahlräder) und abschließend werden Ergebnisse für nichtlinear 
elastische Räder (Reifen) mitgeteilt. 
3.4.1 Rollvorgänge bei starren und deformierbaren Rädern 
Bisher wurden in einigen Beispielen idealisien s ta r r e R ä der auf s ta r ren 
Fa h r weg e n betrachtet 
• Wesentliches Merkmal starrer rollender Kontaktpartner ist die Punkt- bzw. 
Linienberührung der Kontaktpaarung. 
Hierbei können alternativ die beiden Bewegungszustände 
a) reines, kinematisches Rollen oder 
b) kombinienes Rollen und Gleiten. sogen. Wälzen 
auftreten. Die beiden Bewegungsarten sollen ftir die ebene Bewegung eines angetrie-
benen homogenen Rades (Masse m, Trägheitsmoment [c, Radius r, Antriebsmoment 
Me) näher betrachtet werden. Fig. 3.6. 
120 3 Modelle für Trag- und Führsysteme 
01 m.le bl m,l e 
0' U, P'a 0' t ~l "p 
)w 
Fig.3.6: 
)w Bewegungszustände eines slarrcn Rades auf slarrem 
Fahrweg. 
a) kinematisches Rollen. 
b) kombinienes Rollen 
1f115~Of t f, fle-~f"sgnvp f, und Gleiten 
Im Fall a) ist der materielle Punkt P des Rades, der mit dem Kontaktpunkt überein-
stimmt, momentan in Ruhe; er haftet am Fahrweg, up = O. Der Kontaktpunkt ist 
Momentanpol Q des Rades. Damit gilt die Rollbedingung 
Vc == wr; (3.39) 
sie stellt einen festen Zusammenhang zwischen der SChwerpunktsgeschwindigkeit 
Ve und der Drehgeschwindigkeit W her. Die im Freikörperbild in Peingetragenen 
Kräfte!.,I. sind Reaktionskräfte. Nach dem Coulombschen Haftreibungsgesetz gilt 
lJiIS/.lo! •. !.>O, (3.40) 
wobei J.lo der Haftreibwert ist. Impuls- und Drallsatz liefern 
O=mg-! •. 
miJe = I. • 
leliJ = Me - I.r . 
(3. 41) 
(3.42) 
(3.43) 
Zusammen mit (3.39) stehen vier Gleichungen für die vier unbekannten Größen Vc, 
w.!.,I. zur Verfügung. Die Auflösung ergibt 
. Mel r 
Ve= 2' w=vel r , 
m+le I r 
(3.44) 
m Melr 
!n=mg, I.= 2' 
m +le Ir 
(3.45) 
Die Lösung der Bewegungsgl. (3.44) ist abhängig vom Zeitverhalten des Antriebs-
momentes, Me = Mc(I), sowie von den Anfangsbedingungen. Reines Rollen liegt nur 
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vor, solange die Tangentialkraft f, die Bedingung (3.40) erfüllt Mit (3.45) folgt 
daraus eine Bedingung für das Antriebsmoment Me, 
IMel S /lo(m + le 11'2) gr. (3.46) 
Die Kraft f, leistet als Reaktionskraft keine Arbeit; sie greift im Momentanpol des 
Rades an. 
1m Fall b) tritt eine Gleitbewegung zwischen Rad und Unterlage auf. Dies ist möglich, 
wenn die Bedingung (3.46) verletzt ist Die Gleitgeschwindigkeit im Kontaktpunkt 
stimmt im vorliegenden Fall mit der Absolutgeschwindigkeit IJp im Radpunkt P 
überein, weil die Unterlage in Ruhe ist. Man erkennt, daßder Kontaktpunkt nicht mehr 
Momentanpol Q des Rades ist. Die Geschwindigkeit IJp lautet im Inertialsystem, 
(3.47) 
Das Verhältnis vvon Gleitgeschwindigkeit up = Vc - rw zu Rollgeschwindigkeit Ue 
wird als S t a r r k ö r per s chi u P f bezeichnet, 
up ue -rw 
v=-= . (3.48) 
ue ue 
Die im Freikörperbild in Peingetragene Kraftf, ist eine eingeprägte Kraft, sie folgt 
aus dem Coulombschen Gleitreibungsgesetz 
Up 
f, = -/lln Iupl = -/lln sgn Up, In> 0, Up = Ue -rw, (3.49) 
wobei /l der Gleitreibwert ist (Jl < /lQ). Die eingeprägte Kraftf, ist von der Reak-
tionskraftln abhängig. Impuls- und Drallsatz liefern auch im vorliegenden Fall die 
Beziehungen (3.41) - (3.43), so daß mit (3.49) wieder vier Gleichungen für die vier 
Unbekannten Vc, w,fn,f, zur Verfügung stehen. Die Auflösung ergibt jetzt 
. . 1. 
Ue = -/lg sgn (ue -rw) , w = - (Me -rmud, 
le 
In = mg, J, = -/l mg sgn (ue -rw). 
(3.50) 
(3.51) 
Die Bewegungsgleichungen (3.50) sind gekoppelt Zur Lösung nimmt man .eine 
Richtung von Up = Vc -l'wan, z.B. up < 0, damit ist ve bestimmt und die Dgl. für w 
läßt sich in Abhängigkeit von Me = Mc(t) und den Anfangsbedingungen lösen. Nun 
überprüft man die Annahme auf ihre Richtigkeit War die Annahme falsch, wiederholt . 
man die Rechnung mit geänderter Annahme. Die Kraft f, ist dissipativ , sie leistet 
die Arbeit 
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, , 
W ; I J, vpdl ; - I 11 mg ! Vp! dl . (3.52) 
o 0 
Ein Vergleich der beiden Fälle zeigt. daß der Kontaktpunkt im Fall a) Momentanpol 
des Rades ist, im Fall b) jedoch nicht. Die KraftJ, ist im Fall a) eine Reaktionskraft 
und im Fall b) eine dissipative, eingeprägte Kraft. Man erkennt, daß die stets 
vorhandene Reibung in unterschiedlicher Weise wirkt. Im Fall a) dient sie als 
Haftreibungskraft der Beschleunigung des Rades, wobei ein bestimmter Grenzwert 
nicht überschritten werden darf. im Fall b) wirkt sie als Gleitreibungs-Widerstand. In 
beiden Fällen stehen genügend viele Gleichungen zur Verfügung, um das Dynamik-
Problem vollständig zu lösen. 
Wir wenden uns nun realen. d.h. d e f 0 r m i erb are n R ä der n auf n ich t -
starren Fahrwegen zu. 
• Wesentliches Merkmal deformierbarer rollender Kontaktpartner ist die flächen-
hafte Berührung der Kontaktpaarung. 
Für die folgenden Betrachtungen wird vorausgesetzt, daß die Eigenschwingungen der 
Kontaktpartner sowie die Fahrwegstörungen groß sind gegenüber den Abmessungen 
der Kontaktfläche. Dies ist gleichbedeutend mit der Voraussetzung niederfrequenter 
Bewegungs- und Störvorgänge. wie sie bei der Betrachtung fahrdynamischer Proble-
me (Bewegungsstabilität. Fahrsicherheit, Fahrkomfort) gegeben sind. nicht aber bei 
strukturdynamischen Fragestellungen wie Körperschallausbreitung, Geräuschent-
wicklung usw. Im Rahmen der hier behandelten Modelle für Probleme der Fallr-
dynamik wird vereinfachend davon ausgegangen, daß die Kontaktpartner nur im 
Kontaktbereich und seiner unmittelbaren Umgebung elastische Materialeigen-
schaften aufweisen. ansonsten aber als starr angesehen werden können. Man spricht 
dann von Starrkörpermodellen mit elastischer Kontakt-
pa a run g. Im folgenden beschränken wir uns auf die Betrachtung linear elastischer 
Kontaktpaarungen. 
Für die ruh end e e las t i s ehe K 0 n t akt p aar u n g wurden die Kon-
taktflächen und die zugehörige Flächenpressung 1885 von Hertz [3.4) in Abhängig-
keit der Hauptkrümmungen, Normalkräfte und Werkstoffparameter berechnet. Wir 
kommen später auf diese Ergebnisse zurück. 
Die Verhältnisse bei einer roll end e n el ast i sc h e n K 0 n t akt p a a-
run g mit R e i b u n g wurden unter Verwendung der Hertzsehen Theorie 
für scheibenförmige Räder und ebene Bewegung (zweidimensionales Problem) von 
Carter [3.5) und Fromm [3.6) in den Jahren 1926 und 1927 geklärt, vgl. auch Krause, 
Poil [3.7). Darauf aufbauend wird im folgenden versucht. eine physikalisch anschau-
liche Erklärung der komplizierten Vorgänge in der Kontaktfläche zu geben. Zum 
besseren Verständnis wird zunächst der Abrollvorgang anhand eines B ü r-
s t e n mo deli s untersucht, Fig. 3.7. Bewegt man eine kreisförmige BUrste unter 
mäßiger Normalkraft geradlinig Ober eine Ebene, so erkennt man, daß die Bürsten-
haare am Einlaufrand der Kontaktfläche auf der Ebene haften und sich Ober der Länge 
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der Kontaktfläche zunehmend verbiegen. bis bei Annäherung an den Auslaufrand ein 
Rückgleiten der Bürstenhaare erfolgt. Dieses Bürstenmodell kann als diskretes 
Ersatzsystem für ein elastisches Rad dienen. Denkt man sich die Bürstenhaare durch 
elastische Blattfedern ersetzt. so ergeben sich qualitativ die in Fig. 3.7 a) dargestellten 
Kräfteverhältnisse. wobei der Kontaktbereich EA in eine Haftzone EG und eine 
Gleitzone GA unterteilt ist. In der Haftzone entstehen durch die elastischen 
Deformationen tangentiale Haftreibungskräfte. während in der Gleitzone tangentiale 
Gleitreibungskräfte auftreten. Die Summe der unterschiedlichen Tangentialkraft-
anteile ergibt die gesamte Tangentia1krafl Die Verhältnisse bei einer rollenden 
elastischen Kontaktpaarung sind also wesentlich komplizierter als bei einer starren. 
Fig.3.7: 
Verhältnisse beim rollenden elastischen 
Kontakt mit Reibung. 
a) diskretes ebenes Ersatzsystem (Bürsten-
modell). 
b) kontinuierliches ebenes Ersatzsystem 
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Bild 3.1: 
Bürstenmodell 
weil im allg. gleichzeitig Haften und Gleiten in der Kontaktfläche vorliegt. Dies 
spiegelt sich auch in den Bewegungsverhältnissen wider, denn im allg. trilt zwischen 
den Kontaktpartnern eine geringe Relativgeschwindigkeit auf, die bezogen auf die 
Rollgeschwindigkeit Uc als S chi u P f bezeichnet wird. Man unterscheidet zwei 
Schlupfanteilc: 
a) den infolge der elastischen Deformationen in der Kontaktfläche hervorgerufenen 
Formänderungs- oder Mikroschlupf, 
b) den durch Verletzung der Rollbedingung auch bei starrer Kontak lpaarung auftre-
tenden Starrkörperschlupf v, vgl. (3.48) . 
Die Summe beider Schlupfanteile wird als Gesamlschlupf oder wahrer Sch lupf be-
zeichnet. 
Die Verhältnisse bei einer rollenden elastischen Kontaktpaarung sind unter Verwen-
dung eines ebenen kontinuierlichen Ersatzsystems in Fig. 3.7 b) für den Fall J1 = J10 
skizzien. Über der Kontaktlinie EA ist die Nonnaldruckveneilung p gemäß der 
Hen zschen Theorie aufgetragen. Die Schubspannungsverteilung r ergibt sich in 
der Gleitzone GA nach dem Coulombsehen Gleitreibungsgesetz proponinal zur 
Normaldruckveneilung, r = J1 p: in der Haftzone EG hingegen ergeben sich kleinere 
Werte. Das Integral über die unterschiedlichen Schubspannungen r ergibt die ge-
samte Tangentialkraft f, = J rdA; entsprechend folgtausder Nonnaldruckveneilung 
A 
p die Normalkraft In = J pdA. 
A 
Die Lage des Grenzpunktes G zwischen Haft- und Gleitzone wird wesentlich vom 
Starrkörperschlupf v beeinflußt. Bei großem Schlupf liegt der Grenzpunkt G in der 
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Nähe des Einlaufrandes E (G' in Fig. 3.7 b); dann sind die Schubspannungen T und 
die übertragene Kraft Ji groß. Bei kleinem Schlupf I' liegt der Grenzpunkt G in der 
Nähe des Auslaufrandes A (G" in Fig. 3.7 b); nun sind die Schubspannungen T und 
die KraftJi klein. Im Extremfall verschwindenden Schlupfes (I' = 0) überdeckt die 
Haftzone die gesamte Kontaktfläche (G .. A); dann verschwinden auch die 
Schubspannungen T. und es gilt Ji = O. Die übertragene Kraft Ji wird umso größer. je 
mehr die Haftzone schrumpfl und sich die Gleitzone bei Steigerung des Schlupfes 
vergrößert. Die maximale Tangentiallcraft tritt auf. wenn das gesamte Kontaktgebiet 
Gleitzone ist (G .. E). Dies ist bei einem bestimmten Starrkörperschlupf I' der Fall. 
Eine weitere Steigerung des Schlupfes führt dann nur zu einer Erhöhung der Gleit-
geschwindigkeit. während die Kraft Ji konstant bleibt. ähnlich den Verhältnissen 
beim starren Rollkontakt. 
Die bestimmende Größe für die Kraftübertragung beim Rollkontakt ist der Schlupfv ; 
die Kraft Ji wird deshalb in Abhängigkeit von I' dargestellt Die Tangentiallcraft Ji 
ist wie die Coulombsche Gleitreibungskraft eine eingeprägte Kraft und entgegen der 
Gleitgeschwindigkeit und somit entgegen dem Schlupf gerichtet. während die 
Normallcraft In eine Reaktionskraft darstellt. Die Ji.v-Kennlinie ist ungerade. 
Ji(I') = - Ji(- 1'). 
Üblicherweise trägt man das Verhältnis fP = f, Il/nl der Beträge von Tangential- und 
Normallcraft. die sogen. K r a f t s chI u ß be ans p r u c h u n g in Abhängigkeit 
vom Betrag lvi des Schlupfes auf. 
Bei der Carterschen Betrachtung werden Haft- und Gleitreibwert gleichgesetzt. 
J10 = Jl. und ein von der Gleitgeschwindigkeit unabhängiger Gleitreibwert Jl = const 
01 oji ,fIIll,1 
Fig.3.8: 
Krartschlußbcanspruchung q; als Funktion des 
Schlupfes v. 
a) Reibwerlc J10 = /l = conSI. 
b) Gleitreibwert /l = /l(v) 
~o = ~ 
lvi 
~o -r ---- -- -----
~may 
_1. ___ _ _ _ _ _ _ 
lvi 
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angenommen. Damit ergibt sich der in Fig. 3.8a) dargestellte Verlauf rp = rp(II). 
Gebräuchlich ist auch die Darstellung der normierten Kraftschlußbeanspruchung 'P = 
Ir / <Jllfnl) = 'P(v) mit 'P S I. In der Praxis ist der Gleitreibwert von der Gleit-
geschwindigkeit und damit vom Schlupf abhängig. Jl = Jl~ vD. wobei eine fallende 
Charakteristik gegeben ist. vgl. z.B. Kraft [3.8). Hierftirergibt sich ein Verlauf gemäß 
Fig. 3.8b). Das dabei auftretende ausgeprägte Maximum 'Pmn wird als Kr a f t -
schlußbeiwert bezeichnet. 
Die von Carter gegebene Erklärung ftir den ebenen Rollvorgang eines scheiben-
förmigen Rades bei elastischer Kontaktpaarung mit Reibung hat qualitativ GUitigkeit 
auch bei einem ausgedehnten Rad und allgemeiner Bewegung (dreidimensionales 
Problem); sie gilt sowohl ftir die Paarung StahlradlSchiene als auch - mit Einschrän-
kungen - ftir die Paarung Reifen/Straße. Beim dreidimensionalen Problem weist die 
Gleitgeschwindigkeit keine Vorzugsrichtung auf. damit ergeben sich unterschiedli-
che Schlupfgrößen. Man unterscheidet zwischen L ä n g s -. Q u er- und 
B 0 h r s chi u p f. Dementsprechend treten als Kontaktkräfte tangentiale Längs-
und Querkräfte sowie Bohrmomente auf. Sie stellen eingeprägte Kräfte bzw. Momen-
te dar. die jedoch im allg. von der Normalkraft in der Kontaktfläche - einer Reaktions-
kraft - abhängen. 
3.4.2 Definition des Starrkörperschlupfes 
Aus den bisherigen Betrachtungen erkennt man die zentrale Rolle. die dem Starr-
körperschlupf bei der Ermittlung der Kontaktkraftgrößen zukommt. Deshalb erfolgt 
als nächstes die Definition der Schlupfgrößen bei allgemeiner Bewegung der Kon-
taktpanner. In Fig. 3.9 sind die Kontaktpartner Rad R und Schiene oder Straße S 
voneinander getrennt und als Ebenen durch den Kontaktpunkt P dargestellt. wobei die 
Radebene senkrecht auf der Radachse steht. Der Kontaktpunkt P ist der Berührpunkt 
von Rund S bei lokal im Kontaktbereich starr angenommenen Kontaktpartnern. Die 
FAHRWEG S 
Fig.3.9: 
Kennzeichnung der 
Kontaktpaarung zur Berech-
nung des SlarrkOrperschlupfes 
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momentan mitP übereinstimmenden materiellen Punkte auf Rund S sind mit PR bzw. 
Ps benannt. Die Kontaktfläche bei elastischem Kontakt wird durch die Ebene K 
gekennzeichnet. Bei üblichen Anwendungen stimmt ihre Orientierung mit der 
Tangentialebene in P bei lokal starren Kontaktpartnern überein. Es werden folgende 
kartesische Koordinatensysteme eingefühn: 
Inenialsystem I {al.<;!} . 
rad festes System R {aR.~}. aR",c . 
fahrwegfestes System S {OS.~} . 
Kontaktflächensystem K {OK.~} . aK ",P. 
Häufig wird bei rotationssymmetrischen Rädern anstelle von Rein achsfestes System 
{Ol '" C.~} verwendet. das die Drehung des Rades um seine Symmetrieachse nicht 
ausfühn. In Fig. 3.9 sind alle e3-Basisvektoren der Einfachheit halber parallel 
gerichtet. dies ist im a1lg. nicht gegeben. Neu ist das bewegte. mit der Kontaktfläche 
verbundene System K mit Ursprung P. Die Basisvektoren ef und ef liegen in der 
Kontaktebene K. ef ist senkrecht zur Radachse gerichtet und zeigt in Bewegungs-
richtung nach vom. ef weist in Bewegungsrichtung gesehen nach rechts. während 
e{ senkrecht auf der Kontaktfläche steht und nach unten zeigt.. vgl. auch Fig. 3.7. Auf 
das so definiene K 0 n t akt f I ä ehe n s y s t e m K werden die Starrkörper-
Schlupfgrößen sowie die Kontaktkraftgrößen bezogen. 
Die Relativbewegungen der Kontaktpartner sind durch Bindungen eingeschränkt. Die 
Gleitgeschwindigkeit liegt in der Kontaktebene. die Gleitdrehung steht senkrecht 
darauf. Die S chI u P f g r ö ß e n v lassen sich aus den im System K dargestellten 
Koordinaten der Gleitgeschwindigkeit 1I f im Punkt P und Gleitdrehschwindigkeit 
;;rK bilden. 
(3.53) 
wobei als Bezugsgeschwindigkeit LI> im allg. die Fahrgeschwindigkeit des Rades in 
der Radebene (bei Radsätzen die mittlere Fahrgeschwindigkeit) gewählt wird. Die 
Fahrgeschwindigkeit LI> des Rades ist gleich der Absolutgeschwindigkeit des Punktes 
P in ef-Rkhtung. vgl. Fig. 3.9. 
Die Gleitgeschwindigkeitsgrößen {ll P. w} ergeben sich entweder als Differenz der 
absoluten Geschwindigkeitsgrößen {ll PR. '" R}. {lIPS. "'s} von Rad R und Fahrweg S 
in den mit P koinzidierenden materiellen Punkten PR bzw. Ps. oder als Differenz 
der entsprechenden. im System K beobachteten relativen Geschwindigkeitsgrößen 
{lI PR. rel. '" R.retl. {ll PS.reh'" S.retl· Damit folgt im Kontaktflächensystem K. 
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V- K -VK v K -v K v K P - PR - PS - PR.rel - PS. rel' 
wK =",l-tlJf ;Wf.rel- llJ !rel' (3.54) 
Mit (3.54) erhält man aus (3.53) 
(3.55) 
Damit sind die Schlupfgrößen definiert. Der Schlupfvorgang in der Kontaktfläche 
stell! eine ebene Bewegung dar, er wird somit durch zwei IranSlalOrische und eine 
rOlalOrische kinematische Größe beschrieben. Der Längsschlupf VI und der Quer-
schlupf V:2 werden aus der Differenz der absoluten oder relativen Geschwindig-
keilSkoordinalen der Punkte PR, Ps in ef bzw. ef- RichlUnggebildet, während der 
Bohrschlupf VJ aus einer enlSprechenden Differenz der DrehgeschwindigkeilS-
koordinaten in ef-RichlUng(Projektion auf die Konlakülächennormale) folg!. 
Längsschlupf VI und Querschlupf V:2 sind dimensionslose Größen, die Ublicherweise 
in PrOZCnl oder Promille angegeben werden(vi :, vi ' 100% :' Vi · 1000%0, i = I, 2); der 
Bohrschlupf weist die Dimension l/Länge auf. 
Die Berechnung der Schlupfgrößen ist im allg. schwierig. Sie hängt von den im kon-
kreten Anwendungsfall gegebenen BerUhr- und Bewegungsverhälmissen und deren 
Beschreibung ab. Deshalb sollen hier nur einige allgemeine Hinweise gegeben wer-
den. Die Berechnung der Absolutgeschwindigkeit IIp; der materiellen Punkte P ; 
erfolgt vorteilhaft unter Verwendung der kinematischen Beziehungen fUr Slarrkörper 
entweder im Inertialsystem I , vgl. (2.20), 
1_1+ ' 11 
11 Pi - v 0 , CI) ; POi, P, ' (3.56) 
i = R, S , 
V K - -<-KlVI P· -~ p ' , , ' (3.57) 
oder im bewegten körperfesten Bezugssystem R bzw. S, vgl. (2 .25), 
j j -j j .j 
v p ' =vo · +6J ·p.v · P· +P.V · p ' , I • , I , ' '. ' 
(3,58) 
i = R, S , 
K K " vp , =J: 'v p' . , , ' (3.59) 
wobei die Ergebnisse in das System K transformiert werden müssen. 
Da Pi materielle Slarrkörperpunkte sind, gill 'Oi ,Pi '" 0, damit geht (3.58) formal in 
(3.56) über, 
;_i+-ii vp, -vO' 6J ·r.o · P· j J J J,' 1 
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j = R. S . (3.60) 
(In einem achs festen System (OZ ., c. e!) anstelle von R gilt (3.58) mit j = Z un-
veränden; allerdings ist dann re.PR = tJ iR rl.PR zu setzen. womit fonnal wieder (3.60) 
mit j = Z folgt. wenn man 6J z ., 6J R = 6J Il +6J ZR beachtet). Bei Veränderung der 
Kontaktpunkte Pi relativ zu den Körpern i. i =R. S. sind in (3.56). (3.58) lediglich die 
aktuellen Ortsvektoren TOi. Pi einzusetzen. Bei vielen Anwendungen ist der Fahrweg 
raumfest. so daß v15 ., O.6J f " 0 gilt. 
Die Berechnung der Relativgeschwindigkeiten VPi. rcl. j = R. S. erfolgt zweckmäßig 
direkt im Kontaktflächensystem K. Dabei ist es voneilhaft. sich die Kontaktfläche K 
stationär vorzustellen. Die Körper bewegen sich dann über bzw. unter K hinweg. 
wobei die Koordinaten viLel' j = R. S. der relativen Längsgeschwindigkeiten nega-
tiv sind. 
3-4.3 Kontaktkräfte für elastische Räder auf elastischen Schienen 
Im folgenden werden einige Resultate der Theorie von Kalker [3.9] für das drei-
dimensionale Problem des elastischen rollenden Kontaktes mit Reibung dargestellt. 
Die theoretischen Ergebnisse von Kalker sind durch Experimente überprüft und bei 
idealen Versuchs bedingungen bestätigt worden; sie haben weltweit im Eisenbahn-
wesen Eingang gefunden. Zunächst werden die Verhältnisse am Einzelrad betrachtet. 
Die Ergebnisse können dann auf einen Radsatz. der wesentlichen Komponente eines 
Schienenfahrzeuges. übertragen werden. 
Ausgangspunkt sind die Starrkörper-Schlupfgrößen. wie sie in Kap. 3.4.2 eingeflihrt 
wurden. Eine Schwierigkeit bei der Berechnung der Schlupfgrößen für reale Rad! 
Schiene-Paarungen ist die Bestimmung der Kontaktpunktslagen in Abhängigkeit von 
Spurweite, Profilgeometrie und RadsatzsteIlung; hier muß auf spezielle Rechen-
programme zur Berührgeometrie oder auf Meßwerte zurückgegriffen werden, vgl. 
z.B. Garg. Dukkipati [3. 12]. Häufig wird von vereinfachenden Annahmen über die 
Berührgeometrie ausgegangen. Als Beispiele seien kegelförmige Räder und aus 
Kreisbögen zusammengesetzte Schienen profile genannt. Da eine Lateralverschie-
bung des Kontaktpunktes auf der Schiene bei kleinem Gierwinkel der Radachse eine 
gleich große Lateralverschiebung auf dem Rad zur Folge hat. ergibt sich dadurch kein 
Beitrag zum Querschlupf. vgl. Kap. 3.4.2. Man kann deshalb zur Bestimmung des 
Querschlupfes näherungsweise davon ausgehen, daß der Kontaktpunkt in Schienen-
mitte liegt. 
Beispiel3.2 Sc h I u P fg rö Be n fü re i n ke ge 1 i ges Rad. Zur Veranschaulichung der 
Schlupfgrößen wird ein kegeliges Rad (Rollradius r •• Kegclöffnungswinkel28, 8 « 1) hetrachlel, das 
sich geradlinig auf einer ruhenden Schiene bewegt (Schwerpunktsgeschwindigkeit Uc. Drehge-
schwindigkeil W) , vgl. Fig. 3.10. 
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fig. 3.1O: 
Kegeliges Rad mil 
Schlupf auf einer 
Schiene 
Lös u n g: Die Berechnung der Gleicgeschwindigkeit iil zwischen Rad und Schiene im Kontakt-
punkl P kann gemlUl (3.55) auf zwei Arten erfolgen. Im KonlaklßilchensyslCm K. das sich mil der 
Geschwindigkeil vc lilngs der Schiene bewegl. ergibl sich ii{ unmillelbar als Differenz der 
Relativgcschwindigkeitcn der mit dem Kontakrpunk.tP k.oinzidierenden Punkte von Rad und Schiene. 
[
-ro",] [- Uc] [vc -ro",] V'=II~R, fd-lIfs, rd= ~ - ~ = ~ . (I) 
Im InenialsystcmJ foJgtdie absoluleGeschwindigkeilll $g des mit dem KontaJc:tpunktPObereinstim-
menden Radpunkles aus der SlatrkölJl<rbeziehung (3.56); für die absolulC Geschwindigkeil des mil 
P übereinstimmenden Punktes auf der Schiene gilt ,,~s Ii O. Die Transformation in das Kontakt-
nilchensyslcm K mil SKI = 8, ergibl keine Änderung der Koordinalen. es folgl das Ergebnis (1). 
vI =S"("~R -O)=[~ c~ -~6] [vc ~ro",] = [Uc~ro",] . 
Os6c60 0 
(2) 
Die Berechnung der Gleildrehgeschwindigkeit iii K erfolgt zweckmäßig ausgehend vom Inertial-
sySlem I . Mi. Al k = [0 - "' 01T • vgl. fig. 3.10. und., 1 a 0 ergibl sich analog zu (2) 
... < =S"("k-O)=[~ c~ -~6] [-~]=[-:C6]. 
o 56 c6 0 -",sli 
(3) 
Unter Verwendung der Bezugsgeschwindigkeit Vo = Vc erhält man gemaß (3 .55)die SchJupfgrößcn. 
die für kleinen KegeJöffnungswinkel (d« 1) lincarisiert werden kOnnen. 
-< "' V, v, Vc - 'oC:V 1- ro-vc 
,,<. 1 fif 0 0 (4) "1 =- = - -vo vc 
7Jf -0)56 "' v, --6 Vc 
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Setzt man beispielsweise r • ., a 1.001 Vc voraus. so ergibt sich v x ~ [- 0.001 0 -0 I roJT . Der 
Langsschlupf VI stellt hier die bezogene Differenz von Schwerpunkts· und Umfangsgeschwindigkeit 
des Rades dar. während der BOhrschlupf v, aus der Projektion der Drehgeschwindigkeit des Rades 
auf die Nonnale der Kontaktfläche folgt. 0 
Unter Verwendung der Schlupfgrößen läßt sich in jedem Punkt Q der Kontaktfläche 
K rue S ta r r k ö r per - G 1 e i t g e s c h w i nd i g k e i t IJ~ angeben. Es liegt 
eine ebene Bewegung vor. deshalb gilt mit dem Ortsvektor rfo = [x y OlT. vgi. Fig. 
3.11. 
Fig.3.11 : 
Verhältnisse in der Konlaktfläche K mit Kraftgrößen am Rad 
IJ~ = IJ~ + W KrlD. 
[-K 0 
-K 0 VI -W3 
= vt + -K 0 0 W3 
0 0 0 
Mit (3.53) folgt aus (3.61) 
b 
C' l 
o 
(3.61) 
(3.62) 
!nfolge der e las t i s ehe n D e f 0 r m a t ion von Rad und Schiene in der Kon-
taktfläche und wegen der Bewegung der materiellen Punkte im Koordinatensystem K. 
die näherungsweise mit der Geschwinrugkeit - 110 ef erfolgt. ist rue w a h re 
GI e i t g e s c h w i n d i g k e i t w(x. y) im Punkt Q von der Starrkörper-Gleit-
geschwindigkeitlJ (x.y) und der materiellen Ableitung u(x. y. t) der elastischen Ober-
flächenverschiebung uK = u§ - uf = [UI U2 OlT abhängig. Es gilt, vgi. Kalker [3.91. 
w~ "w(x. y) = IJ (x. y)+u(x. Y. t) 
(3.63) 
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Die Form der K 0 n t akt f I ä ehe K und die F I ä ehe n p res s u n g p(x, y) 
= IUll(x, Y~ wird wie bei einer ruhenden elastischen Konlaklpaarungnach Hertz [3.4] 
angenommen. Danach ist die Kontaktlläche eine Ellipse mit den Halbachsen a und b. 
Die Rächenpressung im Punkt Q mit den Koordinaten x, y lautet, 
(3.64) 
wobei 11.1 der Betrag der Normalkraft in ef ·Richtung ist. In Schnitten x = const oder 
y = const ergibt sich ein ellipsenförmiger Pressungsverlauf. Das R e i b u n g s . 
ver hai t e n in der Kontaktfläche wird durch die Coulombsehen Reibungsgesetze 
beschrieben. Faßt man die in der Kontaktlläche am Rad wirkenden Tangential· 
spannungen Tl .. Tn zum VektorT= r (x,y) = [Tll Tn]T zusammen, so gilt in der Haft· 
bzw. Gleitzone 
Irl $fJP 
T = -fJp-W} Iwi 
ITI =fJP 
flirw=O, (3.65) 
flirw"O, (3.66) 
wobei fJ = const den Gleitreibwert bezeichnet und der Haftreibwert Jlo = fJ gesetzt 
wurde. Das Problem der K 0 n t akt k r a f t b e r e c h nun g kann nun wie folgt 
formuliert werden: 
Man bestimme T = [TJ I TJ2lT und daraus die Kontaktkräfte, vgl. Fig. 3. 11, 
I K = [!tl !t2 Ipl]T, 
!tl = J Tli dxdy, 
K 
[,2 = f 1)2 dxdy, 
K 
In = f(Tnx-Tl lY)dxdy, 
K 
(3.67) 
(3.68) 
(3.69) 
(3.70) 
unter Beachtung von (3.65), (3.66), wobei w der Beziehung (3.63) genügt. Dabei sind 
u und rdurch die konstitutiven Beziehungen für den elastischen Halbraum miteinan· 
der verknüpft und die Größen v .. "2,11), ~, II.I, a, b gegeben. Unbekannt istdie Grenze 
zwischen Haft· und Gleitzone. Damit liegt ein Randwertproblem mit freiem Rand vor, 
das im allg. numerisch gelöst werden muß. Die Rel.tion 
(3.71) 
wird als Kr. f t s chi u ß . S chi u p f . B e z i e h u n g oder K 0 n t akt · 
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k r a f t g e set z bezeichnet. Die Theorien für den rollenden Kontakt bei Rad und 
Schiene lassen sich nach Kalker [3.9] wie folgt klassifizieren; man unterscheidet: 
I) Ver ein fa c h t e T h e 0 r i e, wenn das Materialgesetz in der Form 
(3.72) 
gegeben ist, wobei YI , Y2 Parameter sind. 
2) E x akt e T h e 0 r i e, wenn das Materialgesetz aus den Grundgleichungen der 
Elastizitätstheorie ermittelt wird, wobei die Kontaktpartner im Bereich der Kontakt-
fläche als isotrope elastische Halbräume angenommen werden. 
3) L i ne are T h e 0 r i e, wenn man in (3.63) w( .. , y) --> 0 annimmt. Das Kon-
taktkraftgesetz erweist sich dann als linear, 
fK = -F" K, F = const. (3.73) 
Die lineare Theorie stellt eine Näherung dar, weil die Reibungsgesetze am Auslauf-
rand verletzt sind. Der Wert der linearen Theorie besteht darin. daß sie die exakte 
nichtlineare Theorie für " --> 0 annähert. Anschaulich gesprochen werden durch die 
lineare Theorie die Tangenten im Ursprung der Kurven von Fig. 3.8 richtig ermittelt. 
Eine Theorie wird dyn ami sc h oder qua s ist a t i sc h genannt,je nachdem, 
ob die Massenwirkungen berücksichtigt oder vernachlässigt werden. Außerdem 
spricht man von einem s tat ion ä ren oder ins tat ion ä ren Rollkonta.kt, 
wenn in (3.63) die Terme auv / at, v = I, 2, identisch Null oder beliebig sind. Für die 
meisten praktischen Belange reichen quasistatische, stationäre Theorien aus. 
Für die Tangentialkräfte gelten allgemein die Symmetriebedingungen 
[,1 (v 101'2 ,1'3) = -[,1 (-1'101'2,1'3) = [,1 (v 10 -"2, -1'3) , 
[,2 (v 1,1' 2 ,1'3) = [,2 (-1'101'2,1'3) = -[,2 (v I, -1'2, -"3) . 
3.4.3.1 Lineares Kontaktkraftgesetz 
(3. 74) 
(3.75) 
Im folgenden werden die Halbachsen a, b der K 0 n t akt e II i P se nach Hertz 
bestimmt und die Erg e b n iss e der I i n e are n T h e 0 r i e von Kalker 
mitgeteilt Dabei wird vorausgesetzt, daß die ef, e{ - und ef, e{ -Ebene gleichzeitig 
Hauptkrümmungsebenen von Rad und Schiene im Kontaktpunkt P sind. Weichen die 
tatsächlichen Hauptkrümmungsebenen um kleine Winkel von den Koordinaten-
ebenen ab, so sind die auftretenden Fehler vernachlässigbar klein. Ausgangspunkt für 
die Berechnung der Halbachsen der Kontaktellipse sind die Hauptkrümmungsradien 
RRVo RsVo v = I, 2, bezüglich des Kontaktpunktes P für Rad und Schiene im 
undeformierten Zustand, Fig. 3.12. Die Hauptkrümmungsradien RRI , RS1 lassen sich 
in der ef, e{ -Ebene bestimmen. Für eine gerade Schiene giltRs l --> ~, während RRt 
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gleich dem Rollradius TO gesetzt wird. RRI = TO. Die Hauptkrümmungsradien RR2. RS2 
ergeben sich in der ef . ef -Ebene. Ein Hauptkrümmungsradius ist positiv. wenn der 
zugehörige Körper in P konvex und negativ wenn er konkav ist. In Fig. 3.12 sind aUe 
Hauptkrümmungsradien positiv. Die Ellipsenhalbachsen a und blauten 
eK • I . 
eK. 2' 
a=m' 3(1-,,2)11"1. 
E(A+B) 
b=lI' 3(1-,,2)11"1 
E(A +B) 
, 
I~' Rs,--
I 
S1 
c' , 
(3.76) 
(3. 77) 
Fig. 3.12: 
HauptkrOmmungsradien von Rad 
und Schiene 
Darin sind für eine Kontaktpaarung aus gleichem Material: 
m. Tl 
1/"1 
E.v 
A.B 
Parameter. 
Betrag der Normalkraft. 
Elastizitätsmodul und Querdehnzahl des Materials der Kontaktpaarung (für 
Stahl gilt E = 210kN I mm2.v ~ 0.3). 
Krümmungsmaße *) der Kontaktpartner in den beiden Hauptkrümmungs-
ebenen. 
I I I I 1 
A=-+- . B=-+-=-
RR2 RS2 RRI RS1 TO 
(3.78) 
Die Parameter m. 11 folgen aus Tabelle 3.4 mit Hilfe eines Winkels ß (0· S ß S 180· ). 
wobei 
A-B 
ß=arccos • 
A+B 
(3.79) 
*) Die Bezeichnungen wurden gegenüber Kalker (3 .9). (3.10) aus ZweckmäßigkeilSgrundcn gcän-
den. 
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I I I 
A-B=-+---, (3.80) 
RR2 RS2 '0 
I 1 I 
A+B=-+-+-. (3.81) 
RR2 RS2 '0 
Für die Relation zwischen den Ellipsenhalbachsen a, b gilt in Abhängigkeit des 
Winkels t?, 
oo~t?< 90° ~ a>b, 
t? = 90° ~ a=b, (3.82) 
Daraus folgt mit (3.79), (3.78) die Relation zwischen a, b in Abhängigkeit von A und 
B, 
A5.B 
> 
< a-b. 
> 
(3.83) 
Aus der linearen Theorie von Kalker lassen sich mit Hilfe der Ellipsenhalbachsen a, 
b und dem Achsenverhälmis g, 
g = min (a I b, bl a) (3.84) 
die Kontaktkräfle ermitteln. Für die Kontaktkräfte am Rad gilt der Zusammenhang, 
vgl. (3.75), 
[
!tl] [fil !t2 = - 0 
Ip3 0 
(3.85) 
3 
fil =abGCll , h2 = abGC22, 133 = (ab)2GC33, /23 = (ab)2 GC23 . 
(3.86) 
Darin bezeichnen G den Schubmodul (für Stahl giltG ~ 80 kN Imm2) und Cqdie vier 
sogen. Kalker-Koeffizienten, die in Abhängigkeit des Achsenverhälmisses g und der 
Querdehnzahl ii in Tabelle 3.5 aufgefilhn sind, vgl. Kalker [3.10). Aus (3.85), (3.86) 
folgt explizit 
!tl = -c2G CIl VI , 
!t2 = -c2G (C22 V2 + c C23 V3) , 
Ip3 = -cJG (-C23 V2 + C C33 V3), 
(3.87) 
(3.88) 
(3.89) 
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wobei c =..[äb der mittlere Kontaktellipsenradius ist. Die Tangentialkraft 111 in 
Schienenlängsrichtung ist nur vom Längsschlupf "1 abhängig. während die Tan· 
gentialkraft Ja quer zur Schiene vom Querschlupf V2 und vom Bohrschlupf VJ ab· 
hängt. Dies ist konsistent mit den allgemeinen Symmetriegesetzen (3.74). (3.75). Die 
an der Schiene angreifenden Kontaktkräfte sind entgegengesetzt zu den am Rad 
wirkenden Kräften gerichtet. 
Der Zusammenhang zwischen den Materialkonstanten E. ji 
für linearelastische Werkstoffe 
G = -,:E=-= 
2(1+11) 
und G lautet allgemein 
(3.90) 
Bei unterschiedlichen Werkstoffen ftir Rad {GR. ,IR I und Schiene (Gs. Vs I rechnet 
man nach Kalker [3.10) in (3.86) - (3 .89) sowie (3.76). (3.77) mit den Ersatzgrößen 
(3.91) 
Beispiel3.3 Kontaklfläche und Kontaktkräfte für die Paarung Rad! 
S chi e n c. Betrachtet wird die Paarung R:u!JSchiene von Beispiel 3.2. Das kegelige Rad mit dem 
KcgelOffnungswinkel Ö 0 2.90 (lall ö - Ö = 1!20 = 0.05) weist den Rollradius '0 = 500 mm auf. Die 
Schiene verläuft gerade und besitzl den trnrlsversalen Hauplkrümmunasradius Rn = 300 mm. Rad 
und Schiene beslehen aus Stahl (E - 210 kN !mm'. G - 80 kN !mm'.':; - 0.3). Die Radlast beträgl 
IR;: 100 kN. Zum Vergleich sollen die Ergebnisse fUr IR = 30 kN berechnet werden. 
Man bestimme: 
a) GrOße und Lage der Kontaktellipse. 
b) GrOße und Richtung der TangentialkJäfle und des Bohnnomentes für SchlupfgröBen nach Beispiel 
3.2. 
Lös u n g: a) Wegen ö« I kann der Hauplkrümmungsradius RRI = '0 und die Normalkraft!. = IR 
gesetzt werden. Mil den Hauplkrümmungsradien 
ergeben sich aus (3.78) - (3.8t) die GrOßen A. Bund ". 
I I I II I A=-+-=-mm-I • B=-+- = -mm- I • 
RRl RJ2 300 RRI R S1 5(X) 
A - B=~mm-I. A+B=...!....mm- l • 
1500 1500 
A-B ,, = arccos - = arc toS 0.25 - 75.50 • 
A+B 
(I) 
(2) 
(3) 
(4) 
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Tab. 3.4: KoeffIZienten m •• zur Ennittlung der Ellipsenhalbachsen a. b bzw. des Achsenverhaltnisses 
g = min (a I b. b I a) der Konlaktellipse 
11 in Grnd b • 11 in Grnd b • m • g=-=- m • g=-=-a m a m 
0 - 0 0 90 I I I 0,5 61,40 0.1018 0.00166 95 0.944 1.061 0.890 
I 36.89 0.1314 0.00356 100 0.893 1.128 0.792 
1,5 27,48 0.1522 0.00554 105 0.846 1.202 0.704 
2 22.26 0.1691 0 .00760 110 0.802 1.284 0.625 
3 16,50 0.1964 om 19 115 0.759 1.378 0,551 
4 13.31 0.2188 0.0164 120 0.717 1,486 0,483 
6 9.79 0.2552 0.0261 125 0.678 1.611 0,421 
8 7.86 0.2850 0.0363 130 0.641 1.754 0.365 
10 6.604 0.3112 0.0471 135 0.604 1.926 0.314 
20 3.813 0.4123 0.108 140 0,567 2.136 0.265 
30 2.731 0,493 0.181 145 0,530 2.397 0.221 
35 2.397 0,530 0.221 ISO 0,493 2.731 0.181 
40 2.136 0,567 0.265 160 0.4123 3.813 0.108 
45 1.926 0.604 0.314 170 0.3112 6.604 0.0471 
50 1.754 0.641 0.365 172 0.2850 7.86 0.0363 
55 1.611 0.678 0,421 174 0.2552 9.79 0.0261 
60 1.486 0.717 0,483 176 0.2188 13.31 0.0164 
65 1,378 0.759 0,551 In 0.1964 16,50 0.0119 
70 1.284 0.802 0.625 178 0.1691 22.26 0.00760 
75 1.202 0.846 0.704 178.5 0.1522 27,48 0.00554 
80 1.128 0.893 0.792 179.0 0.1314 36.89 0.00365 
85 1.061 0.944 0.890 179.5 0.1018 61.40 0.00166 
90 1.00 1.00 I ISO 0 - 0 
Mir dem Hilfswinkcl ß folgen aus Tabelle 3.4 nach linearer Interpolalion die Paramelcr mund n. 
m = I.19 . • =0.85. 
und aus (3.76). (3.77) mit den gegebenen Zahlenwerten die Ellipsenhalbachsen 
a=7.43mm. b=5.3Imm . 
(5) 
(6) 
Die Halbachse a in ef -Richtung längs der Schiene iSI im VOrliegenden Fall größer als die Halbachse 
~ quer zur Schiene. Die Relation a > b folgt auch unmittelbar aus A > B. vgl. (2) . Die Ellipsenfläche 
A und das Achsenverhllltnis g = min (a I b. bl a) betragen 
A = "ab= 124mrn'';' 1.24cm'. 
b • 
g=-=-=0.714. 
a m 
(7) 
Für die Normalkraft!. = 50 kN ergeben sich andere absolutc Größen. a = 5.90 mm. b = 4.21 mm. 
A = 78 mm'. während das Achsenverhältnis g = E. = 0.714 unverändert bleibt. 
a 
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Tab. 3.5: Kalker· KoefflZienlen in Abhllngigkeil derQuerdehnzahl vund des AchsenverhlUlnisses 8 der 
Konlal:u:llipse. aus (3. IO} 
C" Cl> C" Cll 
g V=O 1/4 In V=O 1/4 In ;;=0 1/4 In v= 0 1/4 In 
1r = 
0.0 1r' /4(1-;; ) 1r'/4 ,[i73 - - -1r' /16(1-;; )8 
0.1 2,51 3.31 4.85 2,51 2,52 2,53 0.334 0.473 0.731 6,42 8.28 11.7 
0.2 2,59 3.37 4,81 2,59 2.63 2.66 0.483 0.603 0.809 3,46 4.27 5.66 
a 0.3 2.68 3.44 4.80 2.68 2.75 2,81 0.607 0.715 0,889 2,49 2.96 3.72 -
b 0,4 2.78 3,53 4.82 2.78 2,88 2.98 0.720 0,823 0.977 2.02 2.32 2.77 
0,5 2,88 3.62 4,83 2.88 3.01 3.14 0,827 0929 1.07 1.74 1.93 2.22 
0.6 298 3.72 491 298 3.14 3.31 0.930 1.03 1.18 1,56 1.68 1.86 
0.7 3.09 3.81 4.97 3.09 3.28 3,48 1.03 1.14 1.29 1.43 1,50 1.60 
0.8 3.19 3.91 5.05 3.19 3.41 3.65 1.13 1.25 1.40 1.34 1.37 1.42 
0,9 3.29 4.01 5.12 3.29 3,54 3,82 1.23 1.36 UI 1.27 1.27 1.27 
1.0 3.40 4.12 5.20 3.40 3.67 3.98 1.33 1.47 1.63 1.21 1.19 1.16 
0.9 3,51 4.22 5.30 3,51 3.81 4.16 1.44 1,59 1.77 1.16 1.11 1.06 
0,8 3.65 4.36 5.42 3.65 399 4.39 1,58 1.75 1,94 1.10 1.04 0,954 
0.7 3.82 4,54 5,58 3,82 4.21 4.67 1.76 1.95 2.18 1.05 0.965 0,852 
b 
0.6 4.06 4.78 5.80 4.06 4.so 5.04 2.01 2.23 2,50 1.01 0,892 0.751 
- 0,5 4.37 5.10 6.11 4.37 4.90 5,56 2.35 2.62 296 0.958 0.819 0.650 
a 0,4 4,84 5,57 6,57 4,84 5.48 631 2.88 3,24 3.70 0912 0.747 0,549 
0.3 5,57 6.34 7.34 5,57 6,40 7,51 3.79 4.32 5,01 0.868 0.674 0.446 
0.2 696 7.78 8.82 6.96 8.14 9.79 5.72 6.63 7,89 0.828 0.601 0.341 
0.1 10.7 11 .7 12.9 10.7 12,8 16.0 12.2 14.6 18.0 0.795 0,526 0.228 
b) Für Achsenvemällnisse g = const lassen sich aus Tabelle 3.5 die Kalker·Kocrtizicolcn C" JUrv = 
0.3 durch quadratische Inlcrpolation der Werte für;; = O.v = 1/4 und ii = 1/ 2 c""illCln 
C.JfP = 0.3)=C,J(v =~)+0. 08[C'J~ = ~) - C'J (V = 0)] 
+0. 12 [C'J ~ = ~)-C'J~ = !)] (8) 
Damil folgt aus Tabelle 3.5: 
CI1(v=0.3) C,,(V= 0.3) C,,(V = 0.3) C,,(V= 0.3) 
b g = -=0.8 4.544 4.065 1.786 1.025 
a 
b g= - = 0.7 4.722 4.296 1.987 0.9446 
a 
b g = -=0.714 4.697 4,264 1.959 0.9559 
a 
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Die Kalker·Koeffizientcn für g = 0.714 ergeben sich durch lineare Interpolation derdarüberstehenden 
Tahellenwerte. Damit folgen aus (3.87) - (3.89) schließlich die gesuchten Kontaktkräfte. wenn man 
c = ,[äb = 6,28 mm gemäß (6) und die SchlupfgrOßen "K - [- 0,001 0 - 0 I 'oI' nach Beispiel 
3.2 mit 0 I ro :;: 10- 4 mm-1 einsetzt, 
/., =_c2 G CII VI = 14,82 kN , (9) 
la =_c2 G (Cu,,> + c Cn "') = 3,88 kN , (10) 
I" = - c.3 G (- C" ", + C C" "' ) = 11,9 kN mm , (11 ) 
=0,0119 kNm . 
Obwohl im vorliegenden Beispiel kein Querschlupf auftritt. V1 = 0, ergibt sich aufgrund des 
Bohrschlupfes v, eine Tangentialkrnft/a quer zur Schiene, die allerdings kleiner als die Kraft!., ist. 
Beide Tangentialkräfte und das Bohrmoment wirken am Rad jeweils in positiver Koordinaten-
richtung. 
Für die Normalkraft!" = SO kN ergeben sich bei ungeändenen Kalker-Koefftzienten mit c =..Jliii 
= 4, 98 mm aus (9) - (11) die Kontaktkraftgrößen I" = 9,34kN, /., = 1,94 kN, l" = 4, 72 kN mm. 0 
3,4,3,2 Kontaktkräfte im SäUigungsbereich 
Der Vorteil der linearen Theorie von Kalker besteht darin, daß die Kontaktkräfte fK 
gemäß der dargestellten Prozedur in einfacher Weise bestimmbar sind. Im Gegensatz 
dazu läßt sich die vereinfachte Theorie und die exakte Theorie nur numerisch 
auswerten. Entsprechende Rechenprograrnme sind allgemein verfügbar, vgl. Kalker 
[3.9), [3. 11). Nachteil der linearen Theorie ist, daß nur die Anfangssteigungen der 
Kraftschlußbeanspruchung, v K .... 0, ermittelt werden können, Fig. 3.8. Es wurden 
viele experimentelle Untersuchungen durchgeführt, um die Kontaktkräfte zu ermit-
teln oder die theoretischen Ansätze zu überprüfen. Dabei stellt sich heraus, daß die 
Anfangssteigungen der Kraftschlußbeanspruchung in weiten Grenzen - etwa zwi-
schen 50 % - 100 % der Werte nach Kalkers linearer Theorie - schwanken. Diese 
Diskrepanz wird auf eine dünne Schicht von Verunreinigungen in der Kontaktfläche 
zurückgeführt. Entfernt man diese Schicht auf Rad und Schiene, so stimmen die 
experimentellen Ergebnisse gut mit Kalkers exakter Theorie und die Anfangs-
steigungen gut mit der linearen Theorie überein. 
• Daraus folgt einerseits für die Auslegung von Schienenfahrzeugen, daß ihr 
Bewegungsverhalten unempfindlich gegen Änderungen der Kontaktkräfte sein 
muß und andererseits für die Kontaktkraftbestimmung, daß die Genauigkeitsan-
forderungen reduziert werden können. 
Letzteres führte zu zahlreichen heuristischen Ansätzen wie die nichtlineare Sätti-
gungscharakteristik der Kraftschlußbeanspruchung, Fig. 3.8, ausgehend von den 
einfach berechenbaren Anfangssteigungen ermittelt werden kann. Gemeinsam ist 
diesen Überlegungen, daß die tatsächlich resultierende Tangentialkraft [,' und damit 
die zugehörige normierte Kraftschlußbeanspruchung (j>' infolge des Coulombsehen 
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Gleitreibungsgesetzes begrenzt sind. 
1,' = -J f,? + 1,;2 ~ JlII.I. '1" = :&.1 ~ I. (3. 92) 
Aus Kalkers linearer Theorie kennt man die entsprechenden Wene 
,_ I .2 + .2 '" _ ~ 
J/ - 'I 111 J,2 ' 'I' - JlI/.I· (3.93) 
diefür f, «JlII.1 bzw. '1'« I gültig sind. jedoch abhängig von den Schlupfgrößen auch 
unrealistisch große Wene ('I'> I) annehmen können. Gesucht sind zunächst Approxi-
mationen des nichtlinearen Sättigungsverlaufes in der Form 1,' = 1,' (f,) bzw. 
'1" = '1" ('1'). mit den Eigenschaften 
1 
f, f, «JlI/.1 
1.' - flir oder 
, - Jl 1/. I f, ~Jll/ni 1
'1' '1'«1 
'1" = fUr 
I 'I' ~ I 
(3.94) 
Die dimensionslose Darstellung '1" = 'P'(rp}. weist rechentechnische Voneile auf. 
Drei einfache Näherungsansätze '1'7 (ip). ; = I. 2. 3. bei denen die gefordenen Eigen-
schaften (3.94) erfüllt sind und deren Güte mit dem Index; zunimmt lauten. vgl. Fig. 
3.13. 
., 
..," '1'; 
1 • , . 
I-
0 'll ,1 
G' 
o ~ 'I' ~ rpGI 
'I' ~ rpGI 
'/'GI = I ; 
;=2 : '1'; =I-e'''. O~rp<~ ; 
I? I 3 '1'--'1'- +-'1' 
3 27 
o ~ 'I' ~ rpG3 
für rpG3 = 3 . 
I 'I' ~ rpG3 
Fig. 3.13: 
..," 2 Säuigungscharaklerislikcn der 
Kr.iflSChlußbeanspruchung: 
tp~ Jinear!konstant. 
'll ,3 'Pi exponentiell . 
GJ 'Pi kubischlkonstant 
(3. 95) 
(3. 96) 
(3.97) 
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Der linearIkonstante Verlauf (3.95) stellt eine sehr grobe Näherung dar. während der 
kubischlkonstante Verlauf (3.97). der auf Untersuchungen von Johnson. Vermeu!en 
[3.14] zurückgeht, den theoretisch exakten Sättigungsverlauf gut approximiert. vgl. 
Garg. Dukkipati [3.13]. Der exponentielle Verlauf (3.96) entspricht einer groben 
Näherung. erfordert jedoch keine Bereichsunterteilung ftlr die Variable 1fI. 
Ziel ist es. unter Verwendung der entwickelten Näherungen für den Betrag fi der 
Tangentialkraft auf Approximationen für deren Koordinaten fil. fi2 zu schließen. 
Dazu benötigt man Informationen über die Kraftrichrungen. Man kennt die Zusam-
menhänge für zwei Grenzfälle. vgl. dazu [3.13]: 
G ren z fall I: Wenn die Schlupfgrößen klein sind (1fI« I). folgen aus Kalkers 
linearer Theorie die Koordinaten fit. Ja der Tangentia1kraft. Die Richtung der 
Resultierenden fi = ~ [,r + [,~ läßt sich durch den Winkel a = a I (gemessen von der 
ef -Richtung) beschreiben. 
sinal = fi2 I fi 
fi I fi
• al = arCtan(fi2 I fil). 
cosal = 1I t 
(3.98) 
Das Sättigungs verhalten der TangentiaJkraft vom Betrag [,' wird proportional auf die 
Koordinaten [,~. [,; übertragen. 
f,; = f,' fil I f, = f,' COSClI. 
1,; = f; f,2 I f, = f,' sinClI • 
1,' =IfI'(Ip)!llfnl. 1fI«1. 
(3. 99) 
G ren z fall 11 : Wenn die Schlupfgrößen so groß sind. daß Gleitreibung vorliegt 
(1fI:::: 3). wirkt die resultierende Tangentialkraft f; = ~ J,'..2 + f,~2 = !llfnl entgegen 
der Richtung des resultierenden Schlupfes v =~vf +vf,Diese Richtung läßt sich 
durch den Winkel a = an (gemessen von der ef -Richtung) beschreiben, 
sin an = -1'2 Iv 
I 
. an = arctan(v2 11'1)' 
cosau = -VI V 
Damit folgt für die Koordinaten [,;, [,; der TangentiaJkraft. 
[,; =-[,'1'1/1' =[,'cosCln. 
[,; =-[,'1'2/1' =[,'sinan. 
[,' I, I = !llln 
(3.100) 
(3.101) 
Aus (3 .99), (3.101) erkennt man bereits das allgemeine Vorgehen zur Berechnung der 
TangentiaJkraft-Koordinaten [,;, [,; für den Bereich zwischen den Grenzfällen 1 
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('I' « I, a = a I) und 11 ('I' ~ 3, a = a 0). Man setzt den Winkel a = a('I') analog zur 
normierten Kraftschlußbeanspruchung (Il0(cp) in Abhängigkeit von 'I' (3.93) an. Nach 
Garg, Dukkipati [3,13) wählt man einen linearen Verlauf a = a(cp) für al :S a :S an. 
Damit folgt in Verbindung mit Näherung j = 3, 
(
at +(ao -at)cpl '1'03 O:S 'I':S cpG3 
j = 3 : a3('I') = flir 
a 0 'I' "i! '1'03 
'1'03 = 3 . 
(3.102) 
Für die näherungs weise Berechnung der Tangentia1kräfte t,;, t,; unter Berücksich· 
tigung der Sättigung gilt somit al1gemein 
t,; = t,0 cosa(cp), al :S a(cp):S a 0 , 
t,; =J,"sina(cp), O:Scp<-, 
t,0 = '1'°('1')/111.\, O:S cpo(cp):S 1. 
(3.103) 
Durch Kombination unterschiedlicher Approximationen für '1'° ('I') und a( '1') sind eine 
Vielzahl von Näherungen möglich. Für grobe Überschlagsrechnungen verwendet 
man '1'0 = '1';, j = 1,2 oder 3, mit a = al für '1'< I bzw. a = an für 'I' > 2. Bessere 
Näherungen erhält man mit '1'0 = 'Pi, a = a3. 0 
BeispielJ.4 Kontaktkräfte bei näherungsweiser Berücksichtigung 
der S litt i gun g. Ausgehend von Beispiel 3. 3 (Normalkraft/. = 100 kN. Gleitreibwen Il =0.4) 
berechne man: 
a) Nliberungswerte I,;. I,; für die Tangentialkrilfle bei Verwendung unterschiedlicher SlIuigungs. 
anslilZe 9'~ (3.95) (3.97) und Richtungswinkel «(3.98), (3.100), (3.102). , 
b) Die maximal erreichbare Beschleunigung Q ' INII des zugehörigen Schienenfahrzeuges. 
c) Den UngsschJupf 10') bei stationärer Beschleunigungal = const. des Schienenfahrzeuges im Bereich 
OS Ql S Qlmu' 
Lös u n g: a) Ausgangspunkt sind die Ergebnisse von Beispiel 3.3 für I. = 100 kN; 
!., = 14,82kN. !.,=3.88kN. v,=-O.OOI; v,=O. (I) 
Damit folgen die GröBen 
!. = ~ 1,1 + t.~ = 15.32kN. v = ~v.' +v i = 0.001. (2) 
Die normierte KrafISChluBbeanspruchung 9' betrilgt 
9' = Il t.( 0.383 . (3) 
Die beiden GrenzwinJcel a I und all lauten. wenn man berUcksichtigt. daß auch bei großem Längs. 
schlupf v, infolge Geradeausfahn der Quer>ehlupf.., stelS verschwindet. 
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a,=an;tan(!.,IJ;,)=14,67", aD=an;tan(v,/v,)=O". (4) 
Der Winkel a,(q» ergib' sich nach (3.102) zu 
a,(q»= a, +(au -a,)q>/3= a,(I- i)=12,80". (5) 
Mi' diesen Größen nehmen die Tangentialkranc r,;, I,i für unlerschiedlichc Kombinalionen{q>;, al 
der NähcrungsansälZc die in nachfolgender Tabelle aufgeführten Koordinatenwene an. 
Kombinalion der Näherungsansätze 
• fPl·a. ~,a, • (/J). a. • tpJ. a3 
q>:(q». q> = 0.383 0,383 0,318 0,336 0,336 
1:= q>;(q»IlV.1 15,32 kN 12,72 kN 13,44 kN 13,44kN 
a 14,67" 14,67" 14,67" 12,80" 
I,~ = ,,. cooa 14,82 kN 12,31 kN I3,OOkN 13, 11 kN 
I: J,. ' /2= ,sma 3,88kN 3,22 kN 3,40kN 2,98 kN 
Man erkennt. daß die Ergebnisse nur wenig streuen. Als beste Näherung sind die Werte in der letzten 
Spalle der Tabelle für die Kombinalion {q>j, a,l anzusehen. 
b) Für die folgenden BCU'3chlungen an einem Schienenfahrzeug gelten die vereinfachenden Annah-
men: 
• Die Bewegung des Fahrzeuges erfolgt geradlinig längs eines horizontalen Gleises; 
• in den Kontaktpunklcn aller Räder liegen gleiche Nonnal- und Tangentialkräfte vor, /,; , = /,~. 
V.l =m,g,rn, =m: . 
• die Kegelöffnungswinkel der Räder sind klein. ö< I, so daß die Radlasten gleich den Nonnal-
kräflen sind, I. = rng - V.I : 
• Luftwiderstandsbüfte werden vernachlässigt. 
Die maximal erreichbare Beschleunigung bei Geradeausfahrt ist von der größten übertragbaren 
Tangenlialkrafl I,;.~ = 111/.1 je Rad abbangig. Aus dem Impulssa,z in e{ -Rich,ung für das gesam'e 
Fahrzeug mi' p Konlak'punklen folg' 
, p , , 
G,~. l: m, = l: (r,;.~.), = l: IlV.~=llgl: rn, . 
.. d ,,·1 ,=1 .=1 
(6) 
Daraus erhält man mit J.l; 0.4 
0lmll ; J.l8=3.92m/s1 . (7) 
c) Gibl man die Beschleunigung G, = conSl (0 S G, S G, "".) des Schienenfahrzeuges vor, so folgt aus 
(6) die erforderliche Tangentialkraf' r,; je Rad, 
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/,i ;:: mal = lt .. 1 0 , . 
g 
(8) 
Daraus kann man in einem e,,'en Schrill mil Hilfe der S311igungschamkieriSlik auf die Tangenlialkrafl 
1., und in einem zweiten Schrill unter Verwendung der linearen Theorie von Kalker auf den 
zugehörigen Ulngsschlupf VI schließen. Der Einfachheit halber werden hierdie Näherungen t rp;. a 0) 
verwendet: damit ist eine einfache aber qualitativ richtige Lösung für "1 möglich. Zunächst folgt aus 
(3.103). (3.96) mil a 0 ; 0 
r.; ; q>i( '1') I' VIII eosao ; (1-.-.)1' V,I ' (9) 
r.;; q>i(tp)JJV,lsinao ;0 . (10) 
Vergleich von (9) mil (8) und Aunösung nach der GroBe tp (3.93) liefen 
(I I} 
Vernachlässigt man /,1 gegenüber /,? (dies ist k.onsistent mir der N!1hcrungsannahme a ::;: a D ;; O. 
vgl. (IOn, so folgl 
1<1 - I, ; -I' 1/,11+ -:J (12) 
Andererseits ergibt sich aus der linearen Theorie von Kalker gemäß (3.87) mit den Zahlenwerten von 
Beispiel 3.3 
/rl = -C 2GCll ll t = -14,82 - 10)., I kN . (13) 
Vergleich yon (13) mit (12) und Auflösung nach dem gesuchten Ungsschlupf VI liefert 
V,; JJV,I In(I-2L) . 
c'G CII JJg 
(14) 
V,; 2.701+-:J 10-'. (15) 
Die Auswenung von (15) ergibl den Ungsschlupf V, in Abhängigkeil von ., I JJg ; ., I., .... . Es 
resultieren durChweg negative Werte. die wie üblich in Promille angegeben sind. (111 =v 1 10- 3%0): 
.EL=~= 0 0.1 0.2 0,3 0.4 0.5 
JJg .,~ 
- v \ in t,b, ; 0 0.28 0.60 0.96 1.38 1.87 
GI GI_ - =--- 0.6 0.7 0.8 0.9 0.95 I 
JJg Glnal 
-VI inL = 2.47 3.25 4.34 6.21 8.09 
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Man erkennt daß ein unbeschleunigtes Rad keinen Längsschlupf aufweist. Mit zunehmenden 
stationaten Beschleunigungswertcn wächst derLängsschlupf an , bis sich für Maximalbeschleunigung 
ein unendlich großer Wert. d.h. Durchdrehen der Räder einstellt. 0 
Beispiel 3.5 K 0 n ta k t k r a f t e und ver ein fa c h t e B ewe gun g s g 1 eie h u n-
gen für ein e n Eis e n b ahn rad s atz. Für den in Beispiel 2.9 behandelten freien 
Eisenbahnradsalz bestimme man in den Konlaktflächensystemen (P;. t~ l, i = I. r,/ ,; links. r:: rechts. 
a) die Schlupfgrößen 
(I) 
b} die Konlaktkraftgrößen 
1: ; -(f'.1 1 •. 1 I, JT (2) 
gemäß der linearen Theorie von Kalker. 
c) Unter Verwendung der Ergebnisse von Beispiel 2.9 ennittle man mit (I). (2) die vereinfachten 
Bewegungsgleichungen CUr kleine Lateral- und Gierbewegungen. 
LOs u n g: Es werden die Bezeichnungen von Beispiel 2.9 verwendet. wobei zu beachten ist. daß 
dort die Kontaktkraflgrößen f" ,}. J, . j = 1. 2. an beiden Rädern entgegen den positiven Koordinaten-
richtungen t:, eingeführt wurden. vgl. Fig, 2.23. Diese Vereinbarung wurde durch das Minuszeichen 
in (2) berücksichtigt. 
a} Die Berechnung der Schlupfgrößen erfolgt in drei Schritten: 
I) Berechnung derabsoluten Geschwindigkeiten dermit den Kontaklpunkten P, zusammenfallenden 
materiellen Punkte von Rad R und Schiene S sowie der absoluten Drehgeschwindigkeiten der 
Kontaktpartner im Zwischcnsystem Z, 
2) Transformation der Differenzgeschwindigkcitcn und -dreh geschwindigkeiten in die Kontakt-
nachensysteme e;, . 
3) Vereinfachung der Schlupfgrößen für kleine Lage- und Winkelabweichungen von der Nominal-
bewegung. 
I) Die Absolutgcschwindigkcit des mit P, übereinstimmenden Radpunktes folgt aus der Starrkörper-
bedingung 
•• Z _ _ .Z+ .. -Zp,Z .. z - SlJ .. , ,' -Ir 
'" p, - OIe IX c. · OIe - .,c · - . . 
Mit den in Beispiel 2.9 definierten Größen 
[ 
cr 
Szl = -easy 
sasy 
sr 
cacy 
-saer 
""'k ; [ys:-ß]. 
rca 
erhalt man 
s:]. 
ca 
[ 
.tcr +jsr +(ysa-ß}r,-Y('I'o+t.o,}ca] 
v P, = - xcasy+ ycacy+ zsa- ar; • 
isasy - ysacy + ica + a(+a+ ~a,) 
(3) 
(4) 
;;I/r . (5) 
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Hier und im folgenden gill das obere Vorzeichen (Ur ,. = I und das untere für j = r. Die Absolut· 
geschwindigk.eit des mh P, zusammenfallenden Schienenpunktes ist Null. da sich die Schiene nicht 
bewegt. Damit stellt (5) bereits die Differenzgeschwindigkeit dar. iil. • IJ~, . Aus gleichem Grund 
liegt mit der Drehgeschwindigkeit .. f. des Randsatzes. vgl. (4). bereits die Differenzdrehgeschwin-
digkeit vor. ;;;z = .. f.. 
2) Die Transformation der Differcnz-GeschwindigkeitsgrOßen in die Kontaktflächensysteme .~ 
erfolgt mit den Drehmalrizeo SiZ. vgL Bsp. 2.9. 
-, _ S" -z 
",,- " p,. 
Damit fotgt 
o 
co, 
~sö, 
±~Ö,] . ;=I/r . 
cö, 
-, 
Up., 1 = iey + ysy+ (ysa- ß)r, + y(±a - oa,)ca. 
-, 
u', .2 = -isrc(a ± ö,) + ycrc(a ± 0,) + :s(a ± ö,) -ar, co, + a(- a ± !.a,)sö, • 
Oll =yc(aio,)ißsÖ,. ;=I/r . 
(6) 
(7) 
3) Die SchlupfgrOßen ergeben sich nach (3.53) aus (7) durch Bezug auf die mitUere Fahr-
geschwindigkeit Vo . Nimmtman an. daßsichder RadsalZ in seiner Nominallage mit j = i o = Vo l:tngs 
des Gleises bewegt. so würde sich bei reinem Rollen die Winkelgeschwindigkeit ß = Po = n = 
Vo I '0 einstellen. FUrdicsen Referenzzusland lasstn sichdieGeschwindigkeitsg.rö8en(7) bei kleinen 
Lage- und Winkelabweichungen unter Berücksichtigung der Bindungsglcichungen 
,= '(y) i = z'j 
( . )' • d( . ) I dy . 
a = a(y) . a = a'y 
vgl. (24) . (25) in Beispiel 2.9. lincarisiercn. Mi, 
j = Vo + i . j« Vo • Y« tJo • i = :'y . z' « I. 
ß=f1+ß. ß«f1 . f1=oolro . 
a«1. 
r« I. 
a«D . .1a, «0. 
y« f1. 
folgen aus (7) die SchlupfgrOßen 
v; = ...!.. 0;', :, =...!.. (j-oor)c(a±o, )-a(r,co,+asö,). [
0;"'] [ Oo(I-r,lro)±ay ] 
00 Oll 00 yc(a±ö,)if1so, 
;=I/r . 
Nimmt man weiterhin kleine Radkonizill11en an. 0; « I. i :; I. r, so erhält man aus (10) 
[
00(1- r, / ro)i a y] v,' = ~ Y-Voy-ar, . ; = /Ir. 
Vo r±no, 
(8) 
(9) 
(10) 
(11) 
b) Mit den Schlupfgrößen " ' folgen geml1ß der linearen Theorie von Kalkerdie KontaklkraftgrOßen. 
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vgl. (3.85). (3.86), 
1,' =-F,,,,:. (12) 
Die Berechnung der Kalket-Koeffizienten. die in die MatrizenF, eingehen, ist für reale Rad/Schiene-
Kontaktpaarungen schwierig. weil die Berührpunkte 1', aur den Profilen von Rad und Schiene in 
Querrichtung wandern und damit die Hauptkrümmungsradicn in hohem Maße von der Radsatz-
steIlung abhängen. Für kleine Abweichungen von der Nominallage berechnet man die KalkeI-
Koeffizienten für mittlere Wene der Hauptkrümmungsradien, dann sind auch die Abweichungen 
infolge der unterschiedlichen Hauptkrümmungsebenen von Rad und Schiene vemachlässigbar. Als 
Nonnalkr.lfte verwendet man dabei die statischen Wene I." vgl. (28) in Beispiel 2.9. Setzt man 
konstante und gleiche KalkeT-Koeffizienten für heide KonLUtpunkte P,. i = I. r, voraus, so folgt aus 
(12) mit (2) bei Verwendung der Schluprgrößen (11) 
[1"1] [[,1 0 0] [V iI ] ],. = I •. , = - 0 ln + In 11 il . 
I, 0 - In I" v" 
10 , 1 = I" I Vo(1-r, /ro)±orl. ;=I/r. (13) 
Vo 
/D , 2 I"l' '] r,'I ' +flÖ] = -y-voy-arj+-Y_ j. 
Vo Vo 
I, = lu l · . ] l"I ' ±flö] --y-voy - ar,+-y j. 
Vo Vo 
Infolge unterschiedlicher Schlupfgrößen weichen die Kontaktkraftgrö8en am linken und rechten Rad 
voneinander ab. 
c) Mit (9) und (13) lassen sich die in Beispiel2.germittelten Bewegungsgleichungen linearisieren und 
explizit in Abhängigkeit von den Koordinaten angeben. Üblicherweise geht man dabei von einer 
Darstellung im Inertialsystem I aus. In Beispiel 2.9 sind die translatorischen Bewegungsgleichungen 
(10) - (12) bereits in I gegeben, 
nü: = "I + Irl . 
my = In + I" , 
mi=I,,+!.,+mg. 
(14) 
Transrormien man die rotatorischen Bewegungsgleichungen (21 ) - (23) mit Hilfe der DrchmatrixSfl 
nach I. wobei man zweckmäßig von linearisiertcn Größen ausgeht. so erhält man 
Ilä+l,yn= (I,,+/,,)-y(I,,+I,,) , 
- I,p = Y(l" + I,Jl + (I" + I,,) - a(l" + I,,). (15) 
a(/" + I,,) + (I" + I,,) . 
Die Kran- und Momentenkoordinaten I,,,. liv. ; = I. r. sind in Bsp. 2.9 in Abhängigkeit der Kontakt-
kraftgrößen gegeben. Setzt man ein. so folgt nach Linearisierung und Vernachlässigung kleiner 
Größen für die im weiteren relevanten Gleichungen 
my = -Y(!.I.I + 1 •. 1)- (/"" + 1 • . ,)+ (a+ 051)1", + (a - Ö,)IM . (16) 
m!i = -(f,./ + !"')+ mg. (17) 
148 3 Modelle fUr Trag- und Fülusy,leme 
flCt+ 12 yD :;:: a(flll - 1,.,)+ "/'U + r'/1T.2' 
/,y-/, an = -a(/"., - 1 •. ,) - (1, + I,). 
(18) 
(19) 
Infolge der Bindung'gleichungen (8) gill: = :(y) und a = a(y). Damillassen ,ich die unbekannlen 
Rcaklionskräfle I", . I~ .us (17) und (18) berechnen. 
, I ·n I f, I JttJ=-/2Y --('1 rll+r~f"'2)+-mg. 2a 2a · . 2 (20) 
I~ = __ 1_ 1, rn + J...(r, I" , +r,l. ,)+.!.mg. 
2a 2a · . 2 
(21) 
wobei die Tr:1gheitstermc wegen m: « Mg. /1 ä « n1gD vemachlässigl wurden. Für die Lateral · und 
Gierbewegung folgl.05 (16). (19) milden Kontoktkraflgröllen (13) und den Norm.llcräflen (20). (21) 
( 
r,+r,) ( 6,-6,) 6,+6, +2Y!1l 1--- -mg a+ - I, yD 
2ro 2 20 
+ 6, + 6, [/22 (r, + r,)(y _ 110 r) _ Iv. (r,' + rna 
2a 110 110 
In ./23< <] +-(r,+f,)y+-(r/o/-r, u,)D =0, 
110 110 
(22) 
_ I, an - 2 /23 (Y - voy - ar, + r,)+ 2 In (r+ n 6, - 6,) 
Uo 2 Uo 2 
+ 2a l!!..(- 00 'I-f, +or):;::o. 
tJo '0 2 
(23) 
Den Tenn mg( a + 0, ; ö, ) in (22) bezeichnet man als Lateral·Gravitationsstcifigkeit. weil er - wie 
sich noch zeigen wird -eine RUclcstellkraft in Querrichlung darstellt. In der literalur findet man häufig 
einen kleinen Gravitationstenn auch in der Giergleichung (23), der auf eine andere Orientierung der 
Kontaklfl3chen-Koordinalensystemc zurückzufüh2en ist. Berücksichtigl m.n in (22)_ (23) die 
Bindung'gleichung (8). a = a(y). a = a'y. sozeigl sich. daß die Laleral- und Gierbewegung von den 
restlichen Bewegungen entkoppclt sind. Die rcsullicrendcn Dgln. sind nichtlinear. obwohl die 
Koordinaten y. rund ihre Ableilungen nur linear auftreten. weil die Rollradien r, und Neigungswinkel 
Ö, sowie a = a(y) nichUineare Funktionen der Querverschiebung y sind; sie hängen von den 
Profilfonnen der KonlOklpatlner und den KonlOklpunklSlagen ab. vgL Garg. Dukkipali [3.12J. Lineare 
Bewegungsgleichungen ergeben sich für kegelförmige Rader( 6, = 0,= 1\,) und rechleckige Schienen. 
vgL Bsp. 2.7. Mil (17) - (19). (23) von Bsp. 2.7 ergibISich 
I I 
6, = 6, = 60 => 2(6, + 6,) ~ Iio. 2(6, - 6,) = O. 
1 I 
Z =To--(r,+r,)-O => -(,,+r,)-'o. 
2 2 
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-y - [q-..!..(fl+r,>]a =[~-ro]a_.!...a~-ir"Öo j. 
2 tanSo So 0 
'1-', ÖD 1 a - ----y =>-(',-,,)--SoY. (24) 
20 0 2 
Mi, (24) erhält man aus (22). (23) 
122(' So'o. ) I",. So liovo my +2- y+-y-voY +2-r+mg-Y-/l--Y 
v" 0 Vo a oro 
+ So[{" 2'0<y-voy)+I" 2,or]=0. 
o Vo Va 
/ .. / Sov, . 21"'(, So'o. ) 2[," IY+ 2--Y- - Y+--Y-VoY + -Y 
aro Uo a Vo 
2 IIl(SoV. .) + 0- --y+ay . 
Vo '0 
(25) 
(26) 
Geordnet und unler Vernachlässigung kJeinerGrOßen (öo '0 «1) lauten die gesuchten Bewegungs-
gleichungen in Matrizenschreibweise a 
[
m 0] 
01. [ 
Y] 2 [ In I", ] 
Y + Uo - f23 0 2111 + /J] + 
o -I, Sou, 
0'0 
I, S. Vo 0 
0'. 
Es liegt ein gewöhnliches mechanisches System mit allgemeiner Struktur vor, vgl. (2.120), 
wo~i 
Mj+(D+ G}jI+ (K +N)y=O. 
M=MT>O. D=DT . G=-GT. K=KT. N=-NT . 
o 
G = 
_21" +/, S.vo 
Uo aro 
2121 _ I, SO v. 
Uo a,o 
o 
(27) 
(28) 
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"'8 8. a/io /lI--/n 
K 
a " = a8. ",- - In 2/" '. 
0 a/io -/1I--j" 
N '. (29) = a8, ",-+/" 0 
" 
Besondere Eigenschaften der Radsatz·Bewegungsgleichungen sind: 
a) das Auftreten nichtkonscrvativer Lagckrllfte. 
b) Dämpfungskrafte. die mit wachsender Fahrgeschwindigkcil abnehmen. 
Beide Eigenschaften sind durch die Kontaktkräfte bedingt und bccinnussen wesentlich das Stabili· 
lätsverhaJtcn des Radsatzes. Im Gegensatz zum rein kinematischen Rollen. vgl. Beispiel 2.7. bei dem 
eine Abweichung von der Nominallageeine periodische Querbcwegung, den Wcl1cn· oder Sinuslauf 
des Radsatzes hervorruft. klingen hier Anfangsstörungen unterhalb einer bestimmten krilischcn 
Fahrgeschwindigkeit ab und oberIlaIb auf. Aus den Bewegungsgleichungen (27) - (29) kann die 
zugehörige kritische Fahrgeschwindigkeit berechnet werden. 0 
3.4.4 Kontaktkräfte für elastische Reifen auf starrer Straße 
Die allgemeinen Betrachtungen über den ebenen Rollvorgang eines scheibenför· 
migen Rades mil elastischem reibungsbehaftelen Rollkontakl, Kap. 3.4.1. gellen 
unveränden auch für die Kontaklpaarung Reifen/Straße. Trolzdem lassen sich die 
Ergebnisse für die Erweilerung auf das r'Jumliche Problem des Radi Schiene Kontak· 
les, Kap. 3.4.3, nichl direkl auf die Kontaklpaarung Reifen/Straße übenragen, weil 
sich ein faserverslärkler Gummireifen in der KontaklZone nichl wie ein isotroper 
elastischer Halbraum verhäh und somil die Beziehungen zwischen Spannungen und 
Verformungen, die der Kalkersehen Theorie zugrunde liegen,keine Gültigkeil mehr 
haben. Weitere Unterschiede zum RadISchiene Konlakl sind die erheblich größeren 
elastischen Deformationen in der Lauffläche und Seilen wand (Karkasse) des Reifens 
sowie der" insbesondere bei Nässe - schlupfabhängige Gleitreibwen der Kontakl' 
paarung Reifen/Straße. Die Länge 2a der Kontaktfläche (LalSch) eines Reifens beträgl 
ca. 15 cm, sie iSI elwa um den Faklor 10 größer als bei einem Eisenbahnrad. 
Obwohl die Ergebnisse von Kap. 3.4.3 nichl auf das Kontaktproblem Reifen/Straße 
übertragbar sind, soll das don enlwickehe Konzepl und damil die Gleichungsstruklur 
im folgenden beibehalten werden. Unverändenes Ziel iSI es, ausgehend von 
kinematischen Schlupfgrößen das KontaklkraflgeselZ (3.71) anzugeben. Beim Rei· 
fen/Straße Kontaklproblem sind fasl ausschließlich vereinfachle Theorien auf der 
Basis von (3.72) en!Wickell worden, wobei man im allg. von scheibenförmigen 
Rädern ausgeht Im Vordergrund sIeht die Untersuchung der Schräglaufeigen· 
schaften der Reifen, die für die Richlungshallung der Straßenfahrzeuge eine 
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dominante Rolle spielen. Hinsichtlich der Berücksichtigung der elastischen Rei-
fenverformungen in der Kontaktzone lassen sich drei Mo deli art e n unterschei-
den: 
• Bürsten- oder Federmodell. 
• Modell eines vorgespannten Seils auf elastischer Bettung. 
• Modell eines vorgespannten Balkens auf elastischer Bettung. 
Einen Vergleich der auf der Basis dieser Modelle entwickelten stationären Roll-
theorien findet man bei Sperling [3.15). Neuere Arbeiten beschäftigen sich mit der 
Entwicklung instationärer Rolltheorien. vgl. Weber [3.16). Böhm [3.17). 
3.4.4.1 Das Bürstenmodell 
Im folgenden wird eine auf dem B ü r s t e n m 0 deli von Fromm [3.6) basierende 
vereinfachte stationäre Theorie von Pacejka [3.18) dargestellt. deren Voneil in der 
expliziten Angabe von Kontaktkraftgrößen liegt und die darüber hinaus einfache 
Erweiterungen und die Anpassung an Meßdaten gestattet. Die Lauffläche des Reifens 
wird dabei als elastisch. die Karkasse hingegen als starr angenommen. 
I 
I 
c 
r. 
p 
P 
J 
/., 
, 
t;"/ 
!...-
REIFEN 
STRASSE 
Fig. 3.14: 
Verhältnisse beim Reifen mit elastischem 
Rollkontakl; 
p statische Einfederung. 
r. effektiver RoUradius 
Zunächst werden die Modelleingangsgrößen definien. Betrachtet wird ein s t a r -
res. geradlaufendes. scheibenförmiges Rad mit elasti-
sc h e m Roll k 0 n t akt auf ebener horizontaler Straße. Fig. 3.14 zeigt das in 
einer Venika1ebene sc h 1 u P f f r e i roll end e Rad (Geschwindigkeit !Je. 
Winkelgeschwindigkeit ()) = w). Es weist infolge des elastischen Kontaktes eine 
statische Einfederung p auf. 
p = TO -T. (3.104) 
wobei TO und T die Radradien ohne bzw. mit Last bezeichnen. Der Punkt PR in Fig. 3.14 
stimmt mit dem Momentanpol Q des schlupffrei rollenden Rades überein . lnfolge der 
elastischen Einfederung liegt PR etwas unterhalb der Straßenebene. Für PR = Q gilt 
die Rollbedingung 
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(3.105) 
wobei r, den effektiven oder dynamischen Rollradius bezeichnet. Beim an ge -
tri e ben e n 0 der ge b rem s t e n Rad mit (t) cF- &J ist der Punkt PR, vgl. Fig. 
3.14, nicht mehr Momentanpol Q des Rades. Seine Geschwindigkeit beträgt im 
Kontaktflächensystem K{P, e~ I 
viI = vc- wr,. (3.106) 
Weil eine starre Straße vorausgesetzt wurde, ist dies gleichzeitig die Differenz-
geschwindigkeit, vI. = viI' Mit der Schlupfdefinition (3.53) folgt damit der Längs-
schlupf 
v{=I-wre /Vc . (3.107) 
Im Kraftfahrwesen sind auch andere Schlupfdefinitionen gebräuchlich, die am Bei-
spiel des Längsschlupfes in Tabelle 3.6einander gegenübergestellt sind. Im folgenden 
wird die Schlupfdefinition (3.53) verwendet, wobei es bei Anwendungen voneilhaft 
sein kann, nach (3.20) zwischen Antriebs- und Bremsschlupf zu unterscheiden. Der 
Punkt PR in Fig_ 3.14 wird als radfester Punkt mit dem Abstand CPR = re , gemessen 
Tab. 3.6: Gegenüberslellung unlern:hiedlicher Schlupfdefinilionen am Beispiel des Ulngsschlupfes 
fOr ein in der Vertikalebene rollendes Rad 
Antreiben 
SchluprrOr Uc - rur, w', - v, w', - Vc 
Uc ue .,r. 
Bremsen 
Quelle Wir 13.18} (3.19} 
Schlupfwen für 
durchdrehendes - ~ ~ I 
Rad (JJ -.-
Schlupfwen für 
blockiertes Rad I - I -~ 
.,=0 
Schlupfwen für 
rrei roUendes Rad 0 0 0 
Vc = WTII 
Oe Translalionsgeschwindigkeil des Radschwerpunktes in Richlung der Radebene 
., Winkelgeschwindigkeil des Rades um die Radachse 
T" effektiver Rollradius 
ruT, - Vc 
UU. 
Uc - ruT, 
ue 
(3 .20} 
I 
I 
0 
Fig. 3.15: 
Veranschaulichung der 
Verhältnisse bei einem 
schräglaufenden Rad. 
a) Rad· und Slraßenebene. 
b) Projektion auf die 
Strassenebene 
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01 
bl 
RAD 
'-. 
LL-~::\., , . 
J 
" , 
" ., 
RADEBENE 
SIRASSEMEBENE 
in der Radebene angesehen. vgl. auch Fig. 3.9. Als Bezugsgeschwindigkeit Uo dient 
die Fahrgeschwindigkeit des Rades in der Radebene. sie ist gleich der Absolut· 
geschwindigkeit des Ursprungs Pdes Kontaktflächensystems Kin e{ ·Richtung. vgl. 
Kap.3.4.2. 
Nach diesen Vorbereitungen wird ein s t a r res. sc h r ä g lau fe n des. 
scheibenförmiges Rad mit elastischem Rollkontakt 
untersucht. vgl. Pacejka [3.18). Die Radebene sei vertikal. so daß das bewegte 
achsfeste Referenzsystem R{C. ~R} und das Kontaktflächensystem K{P. <;!"J gleiche 
Orientierung aufweisen. vgl. Fig. 3.15a). Die absoluten Geschwindigkeitsgrößen 
{VeR. '" R J des Rades (Index R) lauten 
(3.108) 
wobei l.\c. (J) die Schwerpunkts· bzw. Winkelgeschwindigkeit des Rades ist und a 
- wie im Kraftfahrwesen üblich - den Schräglaufwinkel bezeichnet. Die Absolut· 
geschwindigkeit VPR des Radpunktes P folgt aus der Starrkörperbeziehung 
(3.109) 
Darin wird rtp = {O 0 r. )T mitdemeffektiven Rollradius r. anstelle von r verwendet. 
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Die absoluten Geschwindigkeitsgrößen {IlPS. (ds 1 der Straße (Index S) sind Null. 
Somit stimmen die Gleitgeschwindigkeitsgrößen {II P. iJ"1 mit {II PR. (d R 1 aus (3.109). 
(3. 108) überein. vgl. Fig. 3. 15b). Die Sc h I u P f g r ö ß e n lauten gemäß Definition 
(3.53) 
"K J::l=~ ~ =~[Vc~~::i::r·l· ~ 3 1.\1 wf 1.\1 0 (3.110) 
Die Bezugsgeschwindigkeit 1.\1 stimmt mit V~R. I = Vccosa überein. vgl. (3. 108). 
Damit ergeben sich die Schlupfgrößen 
"I = vccosa-r.w = 1- r.w • 
Vc cosa Vc cosa 
Vcsina 
"2 =- =-tana. (3.111) 
Vccosa 
"3 = O. 
Im folgenden sollen die K 0 n t akt k r a f t g r ö Ben getrennt für Quer- und 
Längsschlupf auf der Basis des Bürstenmodells berechnet werden. 
3.4.4.2 Kontaktkraftgrößen für reinen Querschlupf 
Bei reinem Quer- oder Seitenschlupf ("I = 0 oder r. w= Vccos a) ergeben sich in der 
Kontaktfläche beim stationären Rollvorgang die in Fig. 3.16 dargestellten Verhältnis-
se. Die Streckenlast in Normalrichtung wird gegenüber dem ellipsenförmigen Verlauf 
nach der Hertzschen Theorie vereinfachend als parabeIförmig angenommen. Fig. 
3.16a). 
q.(x) = 3~1 [I-(;Y]. -aSxSa. (3.112) 
wobei 1/.1 der Radlast entspricht und a die halbe Latschlänge bezeichnet. Die De-
fonnation des Rades im Kontaktbereich wird durch die Querverschiebungen U2 der 
als Blattfedern angesehenen Bürstenhaare gekennzeichnet. Fig. 3.16b). Die Kontakt-
linie verläuft in der Haftzone beginnend vom Einlaufrand E bis zum Grenzpunkt G 
gerade und parallel zur Geschwindigkeit Vc. 
U2(x)=(a-x)tana. xG SxSa. (3.113) 
während sie in der Gleitzone abfallt und am Auslaufrand A wieder in die Radebene 
einmündet. Für den S 0 n d e rf a II k lei n e r S c h r ä g lau f w i n k e I 
a -+ 0 und dami t für verschwindende Seitenschlüpfe 1'2 -+ 0 wanden der Grenzpunkt 
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Fig.3.16: 
Verbaltnissc: in der Konlaktzone bei 
reinem Seilenschlupr gemiIß dem 
Bürstenmodcll. 
a) Seilenansicht. b) Draufsicht 
01 
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:?W 
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G an den Auslaufrand A. Dann gilt (3.113) mit !an a = a in der gesamten Kontakt-
zone -a S x S a: Mit der auf die Latschlänge bezogenen Seitensteifigkeitk2 =const 
der Reifenlauffläche, die aus statischen Messungen gewonnen wird und bei konstanter 
Latschbreite der lateralen Federsteifigkeit der Blattfedern entspricht, folgt aus den 
Verschiebungen U2(X) die auf das Rad wirkende Seitenkraft la sowie das Bohrmor-
ment In, 
Q 
lr2 =k2 f u2(x)dx=2k2a2a=-2k2a2v2, (3.114) 
-d 
Q 2 2 
In = k2 f u2(x)xdx = --k2 a3 a = -k2 a3v2 . 
_Q 3 3 
(3.115) 
Damit erhält man die Anfangssteigungen in der Kraftschluß-Schlupf-Beziehung bei 
reinem Seitenschlupf in Analogie zur linearen Theorie von Kalker beim Rad/Schiene 
Kontakt, vgl. (3.85), 
(3.116) 
122 (3.117) 
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Im angloamerikanischen Sprachraum werden die Koeffizienten In./n als comering 
stiffnesses. die Kraft In als comering force und das Moment In als alignmenttorque 
bezeichnet. 
Als nächstes wird der Sonderfall großer SChräglaufwinkel a-+ 
trf2 betrachtet. Damit ergeben sich sehr große Seitenschlüpfe.l"2 = - tan a -+ - und 
der Grenzpunkt G wanden an den Einlaufrand E. Das gesamte Kontaktgebiet ist dann 
Gleitzone. so daß aus (3.112) und aus dem Coulombschen Gleitreibungsgesetz die 
Streckenlast q,2 in Quemchtung resultien. 
Iqt2(X~=Jlq.(X)=! ~ 1/.1[1-(:Yl -a~x~a. (3.118) 
Hieraus folgt die maximal mögliche Lateralverschiebung u2. """,(x). vgl. Fig. 3.16b). 
iu2.mu(X~=jq'2(X~1k2 =/lq.(x)fk2 . (3.119) 
Die Koordinate XG des Grenzpunktes G läßt sich durch Gleichsetzen der einander 
entsprechenden Funktionswene von (3.119) und (3.113) bestimmen. 
iu2.mu(XG~ = 1u2(XG~ => /lq.(xG) f k2 = (a - xG) ltan aI. (3.120) 
Stellt man die Koordinate x in der Fonn 
x=a-2aA..0$A.$I. 
dar. so folgt aus (3.120). (3.112) mit XG = a - 2a .l.<; 
k2 a2 A.G=I-~ltanal. ~=-/lIf.I· 
(3.121) 
(3.122) 
Für A.a=0 gilt XG=a. d.h.derGrenzpunktfalltmitdemEinlaufrand E zusammen. 
Der zugehörige Schräglaufwinkel a= aa. ab dem vollständiges Gleiten einsetzt. folgt 
unmittelbar aus (3.122). 
1 ItanaGI= ~ . 
Damit lassen sich die Kontaktkraftgrößen la. In explizit berechnen: 
(3.123) 
Für Ial ~ aG (vollständiges Gleiten) erhält man durch Integration der Streckenlast 
qa(x) in Quemchtung. vgl. (3.118). über die Latschlänge 
a 
Ip3 = f qt2(x)xdx = O. (3.124) 
-a -a 
wobei das BOhrmoment In verschwindet. weil qn(x) = qd- x) eine gerade Funktion 
ist. 
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Für Ial s ac folgen die Kontaktkraftgrößen aus der Summe der TeilintegraIe (3.124) 
Uber den Gleitbereich (-a Sx SX{; oder I<! Ä. <! Ä.c)bzw. (3.114). (3.115) Uberden 
Haftbereich (X{; S x S a oder Ä.c <! Ä. <! 0). Die Ergebnisse lauten. wenn man die 
normierten Kraftschlußbeanspruchungen ~. /jIJ und den normierten Seitenschlupf 
v; einfUhn. 
(3.125) 
tr tr 
--SaS-
2 2' 
l
O- Ä.b)sgna = (31'; - 3v? +v?)sgna lais ac.vi si 
~ = W 
sgna Ia!:<: ac ..... i <! I. 
(3.126) 
l
Ä.b(1- Ä.c)sgna = (vi -3v? +l-o? -vi4 )sgna lais ac.vi SI 
~= W ß.I~ 
o lai<! ac ..... ; H 
Die Kraftschlußbeanspruchungen sind ungerade Funktionen des Schräglaufwinkels 
und damit des Seitenschlupfes. ~(a) = -qlz(-a). /jIJ(a) = -1P3( -al. Die zugehöri-
gen Funktionsverläufe sind in Fig. 3.17 graphisch dargestellL Reduziert man die 
Kontaktkraftgräßen 1.fi2.lp3) durch Änderung des Bezugspunktes von P nach N auf 
die resultierende Kraft ta. vgl. Fig. 3.16. so folgt aus der Momentenbedingung 
IN3 = Ip3 - XN fr2 = 0 die Koordinate XN von Punkt N zu 
, .. " 3"2 "3 _!!.I-.>VZ + .... 2 -v2 <0 
3 l-vi+ .... ;Z/3 
Ip3 lP3 
XN=-=a-= 
fr2 ~ 
Fig.3.17: 
Normierte Kraftschlußheanspruchung 
'Pl. f/JJ bei reinem Schrllglauf 
(Schrllglaufwinkel a) 
o 
lai S ac.v; SI 
Wr (3.128) 
Ia!<! ac ..... ;:<: I. 
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Für vollständiges Gleiten qaj ~ aa) gilt XN = O. N '" p. während bei Seirenschlupf 
qal ~ aa) XN ~ 0 folgt; der Punkt N ist dann nach hinten verschoben und liegt 
zwischen PunktP und dem AuslaufrandA. vgl. Fig. 3.16. Man bezeichnet deshalb die 
Strecke PN = Ix.' als p neu m a t i s c h e n Na chi auf n. Für verschwindenden 
Schlupf. vi ~ O. folgt aus (3.128) der Grenzwert no f1ir den pneumatischen Nach-
lauf. 
I • ~ Ip3 no = x'(v2 ~ O~= -0-[,2 • 
"2 ... 0 
o 
3 
(3.129) =-
Der Wert no = 0 I 3 ist kleiner als der tatsächlich auftretende Nachlauf. Auch die 
Abhängigkeit der Kontaktkraftgrößen [,2. In von der Normalkraft 1/.1 aufgrund des 
Bilrstenmodells stimmt nicht voll mit experimentellen Befunden Uberein. Eine Ver-
besserung ist durch Berücksichtigung der Karkassenelastizität mit Hilfe des Seil-
modells erreichbar. vgl. Pacejka [3.18). Trotzdem stimmen die angegebenen theore-
tischen Resultate qualitativ mit experimenrellen Ergebnissen liberein. Dies gilt ebenso 
für die Kontaktkraft infolge Längsschlupf. deren Berechnung unter Verwendung des 
Bilrstenmodells im folgenden gezeigt wird. 
3.4.4.3 Kontaktkraftgrößen für reinen Längsschlupf 
Man betrachtet wieder die Verhälmisse in der Kontaktzone. siehe Fig. 3.18. wobei das 
Kontaktflächensystem K aus Gründen der besseren Übersicht getrennt von der Straße 
dargestelltisl Fig. 3.18 a) zeigt die Verhälmisse imstraßenfesten Inertialsystem I . Die 
Gleitgeschwindigkeit UlK ergibt sich als Differenz der Absolutgeschwindigkeiten von 
Rad und Straße. vgl. (3.109). 
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jIw /w Verhältnisse in der 
Kontaktzone bei 
reinem 
RAD Ungsschlupf 
a""'. p. gemllßdem 
p Bürstenmodell. 
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geschwindigkeiten. 
b) Relativg.-, schwindigkeiten 
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v{ = VCI - wr., VCI = Vc cosa , (3.130) 
wobei wieder der effektive RoUradius r. verwendet wurde. Zum selben Ergebnis 
kommt man bei Betrachtung der Verhältnisse im ruhend gedachten Kontaktflächen-
system K, vgl. Fig. 3.18b); hier ergibt sich v{ als Differenz der entsprechenden 
Relativgeschwindigkeiten. 
Die Verformungen der als Blattfedern angesehenen Bürstenhaare werden zweck-
maßig im ruhend gedachten System K in Abhängigkeit von der Längskoordinate x in 
ef -Richtung berechnet Betrachtet man eine Blattfeder auf ihrem Weg durch die 
Kontakrfläche vom Einlaufrand E(x = 0) bis zur allgemeinen, durch x gekennzeich-
neten Lage, vgl. Fig. 3.18b), so wird der Weg 6s = 0 -x in der Zeit At = 6s / vr 
zurückgelegt, wobei vr = wr, die relative Radgeschwindigkeit in der Kontaktzone ist 
Der vom Kontaktpunkt K der Blattfeder in der Zeit At zuIiickgelegte Weg 6SK im 
Haftbereich lautet hingegen 
(3.131) 
wobei VCI die Relativgeschwindigkeitder Straße ist. Die Längsverschiebung UI (x) der 
Blattfeder folgt aus der Wegdifferenz; im Kontakrflächensystem K erhält man 
-UI(X) = 6sK -6s = (VCI -1)6s = VCI - wr. (0- x) . 
ur lOre 
(3.132) 
Diese Beziehung gilt in der gesamten Haftzone XG ::; x ::; o. Zum selben Ergebnis 
gelangt man bei einer Betrachtung des Vorgangs im Inertialsystem, vgl . Fig. 3.18a); 
die Verschiebung UI folgt aus der Gleitgeschwindigkeit Vcl - wr.multiplizien mit der 
Zeit At = 6s / Vr gemäß (3.131). Unter Verwendung des Längsschlupfes VI (3.111) 
folgt aus (3.132) 
(3.133) 
Wählt man in der Schlupfdefinition (3.11 0) als Bezugsgeschwindigkeit 1-\) die 
Umfangsgeschwindigkeit Vr = wr, des Rades, so folgt mit dem so definienen Längs-
schlupf (11 unmittelbar aus ( 3.132) 
(3.134) 
Der Zusammenhang zwischen den unterschiedlich definienen Schlupfgrößen lautet 
(1 - VI I - , 
I-VI 
V 
_ (11 
l-
1 + (11 
(3.135) 
Vergleicht man nun (3.134) mit der entsprechenden Beziehung (3.113) für die 
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• Fig.3.19: 
ort tun '11 
Ähnlichkeil der KonlaklkIafIVerll1ufc 
bei Quer- und Langsschlupf 
(p, ~Pl ~p. k, ~k, ~k) 
Querverschiebungen "2ex) bei reinem Seilenschlupf, so ergibt sich fonnale Gleich-
heit. "I(X) = "2(X), wenn man 
(3.136) 
setzt Damit lassen sich die für reinen Seitenschlupf gültigen Ergebnisse unmittelbar 
auf den Fall des Längsschlupfes übertragen. Wenn gleiche Reibwerte Pt = P2 = p, 
P = const. und gleiche Steifigkeiten kl = k2 in Längs- und Querrichtung gegeben sind, 
folgt für die Kontaktkraftverläufe in Abhängigkeit des Schlupfes unter Verwendung 
von (3.136), (3.135) die Identität, 
ft2(P2) '" I" (0"1 = I :~J (3.137) 
vgl. Fig. 3.19. Aus der normierten Kraftschlußbeanspruchung 1/12 = l/I2(a), vgl. Fig. 
3.17, ergibt sich durch Anpassung des Abszissenmaßstabes die Funktion 'I't(0"1); 
wegen (3.136) gilt die Identität 
l/I2(a) '" 'I't(-arc!anO"I). (3.138) 
Infolge der Ähnlichkeil von Längs- und Querverschiebungen im LalSch lassen sich 
weitere Ergebnisse auch für kl * k2 übertragen. Vollständiges Längsgleiten setzt 
analog zu (3.123) ein, wenn !an ac = ± I/Bt gilt Mit (3.136), (3.135) ergeben sich 
die zugehörigen Grenzschlüpfe O"IG bzw. VIG, 
I I 2 kl a2 
O"IC =±- VIC = e. =--. e. ' I ± e. ' 3 pl/.1 (3.139) 
Für kleine LängsschlUpfe lVII« I folgt aus (3.133) der linearisierte Verlauf der 
Längsverschiebung, UI(X) =-(a -x) VI . Analog zu (3.1 14) erhält man die zugehörige 
Kontaktkraft ftl' 
(3.140) 
Damit ergibt sich die Anfangssteigung in der Kraftschluß-Schlupf-Beziehung bei 
Längsschlupf, 
(3.141) 
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3.4.4.4 Lineares Kontaktkraftgesetz 
Aus (3.140) zusammen mit (3.116). (3.117) folgt die lineare Kraftschluß-Schlupf-
Beziehung für Längs- und Seitenschlupf in Analogie zur linearen Theorie von Kalker 
beim Rad/Schiene Kontakt, vgl. (3.85). 
I K = -F" K • (3.142) 
[
/tI] 
/'2 
Ip3 
lu 
o 
122 
- 123 
*] ["I] * V2. 
* 0 
(3.143) 
Damil ist es gelungen. eine einheitliche lineare Beschreibung für den Zusammenhang 
von Kontaktkraft- und Schlupfgrößen beim elastischen RoUkontakt der Paarungen 
Reifen/Straße und Rad/Schiene anzugeben. Allerdings bleibt die Wirkung des Bohr-
schlupfes in (3.142) unberücksichtigt. Wie bereits erwähnt, läßt sich aus der linearen 
Theorie nur die Anfangssteigung der Kraftschlußbeanspruchungen f"tir "K -+ 0 
ermitteln. Ein Vorteil der einheitlichen Beschreibung liegt darin. daß die heu-
ristischen Ansätze zur Berücksichtigung der Sättigungscharakteristik der Kontakt-
kräfte bei gleichzeitigem Auftreten von Längs- und Querschlupf vom Rad/Schiene 
Kontakt unmittelbar auf den Reifen/Straße Kontakt übertragen werden können. vgl. 
(3.92) - (3.103). Beim Reifen/Straße Kontakt sind jedoch wegen der Ähnlichkeit der 
Deformationsverhältnisse in der Kontaktzone bei reinem Längs- oder Seitenschlupf 
auf der Basis des Bürstenmodells weitergehende Aussagen möglich. wenn beide 
SchlUpfe gleichzeitig auftreten. Dies wird im folgenden gezeigt. wobei der Einfach-
heit halber wieder gleiche Reibwerte 111 = 112 = 11. 11 = const. und gleiche Steifigkeiten 
kl = k2 = k der Lauffläche in Längs- und Querrichtung vorausgesetzt werden. 
3.4.4.5 Kontaktkraftgroßen für simultanen Längs- und Querschlupf 
Bei gleichzeitigem Auftreten von Längs- und Querschlupf sind die Verschiebungen 
der als Blattfedern angesehenen Bürstenhaare infolge der vorausgesetzten isotropen 
Steifigkeits- und Reibungsverhältnisse sowohl in der Haft- als auch in der Gleitzone 
entgegengesetzt zur Gieitgeschwindigkeit vp gerichtet. Damit liegen wie bei den 
bisher betrachteten Sonderfällen die Kraft- und Verschiebungsrichtungen fest (im 
Gegensatz zum Rad/Schiene Kontakt). Der Verschiebungsvektor u der Blattfedern 
im Haftbereich lautet im Kontaktflächensystem K 
t:.s Q-X 
11t=-=-. 
Ur a>r~ 
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(3.144) 
mit AI gemäß (3.131) und u/f aus (3.109) bei zweidimensionaler Vektordarstellung. 
Verwendet man anstelle von I' K die SchlupfgriSßen er K mit der Umfangsgeschwin· 
digkeit Ur = ror. als Bezugsgeschwindigkeit, so gilt der Zusammenhang, vgl. (3.110), 
(3.111), 
1 -K ~ 1 -K ~ K 
=-lIp =--lIp =-1' 
Ur Ur t.U Vr 
~ Vccosa _ 1 
-= - . 
ror. 1-vt Ur 
= 1 rVt ] V2 = -tana . 
I-vI l.v2 ' (3.145) 
Mit (3.145) folgt aus (3.114) 
u K (x) = -(a - x) er K , XG S X S a . (3.146) 
Der Vorteil dieser Darstellung liegt darin, daß die Verschiebungen Uj nur von den 
Schlupfgrößen aj, i = 1, 2, abhängen, jedoch unabhängig voneinander sind. Damit 
lassen sich die Kontaktkraftgrößen bei gleichzeitigem Auf· 
tre te n von Lä n g s· und Sei te n s chi u P f analog zum Fall des reinen 
Seitenschlupfes bestimmen. Die Ergebnisse (3.112) - (3.128) können unmittelbar 
übertragen werden. Die Tangentialkraft J,' lautet im System K, vgl. auch (3.101), 
J.'K - _/,' ~K I - u. a 
Dabei gilt analog zu (3.125), (3.126) 
/.' - ..//.'2 /.'2 '_ J,' 1 1 - rt + 12 ' '11 - /lI/ni S , 
Ä.' l' 1 G= -a, aG= 0' ac; = 1, 2 ka
2 
0=--
3 /llJnl ' 
, 
'11 = 
1 - X2 = 3a' - 3a'2 + a'3 a' SI 
rur 
1 a' ~ 1. 
(3.147) 
(3.148) 
(3.149) 
(3.150) 
(3.151) 
Die Tangentialkraft·Koordinaten J,;, 1,; folgen unter Verwendung der normienen 
Kraftschlußbeanspruchung '11' (3.151) aus 
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r,i = -'I> JlI/.1 UI / U , 
r,; = -'I> JlII.1 U2/ U . (3.152) 
Das Bohrmoment 1j,3 ergibt sich analog zu (3.128), 
tp) = XN r,;, 
a 1-3u· + 3<1.2 - u·3 
-- < 0 u· :S 1 
3 1- u· + u·2 /3 
für 
o u· <! I. 
C? 
• . ,-
a .. Itc 
~ 
Q.O 5 
ANTREIBEN 
"".....>,,._+- ---; -0.' 
,- "11.' ... 
Fig. 3.20: 
-.....;~,----i -0.05 
BREMSEN 
Kennfeld der Längs- und Seilenkrafle 1.; bzw. /,; in Abhangigkeil von Längs-
schlupf V, und Schrllglaufwinkel afÜf 9= 5. aus (3.181 
(3.153) 
(3.154) 
Vollständiges Gleiten tritt flir u· <! 1 oder <1 <! 1/9 auf. Fig. 3.20 zeigt das übliche 
r,i, r,; -Diagramm; es stellt das Kennfeld der Längs- und Seitenkräfte r,i bzw. r,; in 
Abhängigkeit von Längsschlupf 111 und Schräglaufwinkel a dar. Das Diagramm wird 
begrenzt durch den Reibungskreis mit dem Radius JlI/.I. Im Ursprung sind die 
speziellen Verhälmisse bei einem angetriebenen schräglaufenden Rad skizziert, 
wobei zu beachten ist, daß das KontaktflächensystemK aus Zweckmäßigkeitsgrunden 
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um 1800 gedreht dargestellt ist. Im skizzienen Beispiel beträgt der Längsschlupf 
Vt = - 0,05 und der Schräglaufwinkel a = 0,1 rad ~ 5,730 • Der zugehörige Bildpunkt 
E liegt innerhalb des Reibungskreises. Die resultierende Tangentia1lcraft J,' besitzt 
die Komponenten J,;, J,; und weist entgegengesetzt zur Richtung der Gleit-
geschwindigkeit IIp . Die linke Hälfte des Diagranuns enthält die Kennwene für 
den Fall des Antreibens während die rechte Diagrammhälfte den Fall des Brem-
sens charakterisien. Bei blockienem Rad verschwindet die Umfangsgeschwindigkeit 
Ur = CI) r, und die Gleitgeschwindigkeit IIp stimmt mit der Schwerpunktsge-
schwindigkeitlleUberein, IIp = lIe. Die resultierende Kraft ~ weist entgegen IIp, 
ihr Betrag stimmt mit der Gleitreibungskraft Uberein,lJ,sl = PI!.I . Der zugehörige 
Bildpunkt B im Kennfeld liegt auf dem Reibungskreis, wobei der Schräglaufwinkel 
a zwischen Abszisse und Fahrstrahl PB auftritt Der Fall des vollständigen Gleitens 
ist in Fig. 3.20 filr die skizziene Anordnung gekennzeichnet. Die zugehörigen 
Bildpunkte liegen auf dem Umfang des Reibungskreises, und zwar beim Bremsen 
zwischen Bund G' und beim Antreiben zwischen A und G. Die Punkte G und 
G' weisen ungleiche Ordinatenwene auf, dies erlcJän die Unsymmetrie der Kurven 
a = const im Kennfeld. Die Konstruktion des Kennfeldes aus den Tangentia1lcraft-
Schlupf-Kennlinien 1,; = J,;<Vt) und 1,; = 1,; (a) ist in Fig. 3.20 angedeutet Das so 
ermittelte Kennfeld der Längs- und Seitenkräfte stimmt im allg. gut mit experimen-
tellen Befunden überein, während die Momentencharakteristik (3.153). (3.154) große 
Abweichungen aufweist Pacejka [3.18] gibt einen Korrekunerm fUrdas Bohrmoment 
unter Berücksichtigung der tangentialen und lateralen Karkassensteifigkeit CI bzw. C2 
an . Nimmt man an, daß sich der Angriffspunkt Q der Tangentialkräfte infolge der 
KarkassenelastizitätgegenUberPum rfo = [W! "'2]T in der Kontaktfläche verschiebt, 
so folgt für das Bohrmoment 
" 
" ~ /,' 1,; P3 kOIT = P3 -"'2),t +W! ,2' Wj = -. . q i = I, 2 • 
(3.155) 
" 
,,/,,/,,(1 I) 
P3.kolT = XN(U )1,2 + ,I '2 --- . 
CI C2 
Die ausgehend vom Bürstenmodell gefundenen Ergebnisse lassen eine Reihe von 
Erweiterungen zu. auf die hier nur hingewiesen werden soll. vgl. Pacejka [3.18]. 
[3.19] : 
• Berücksichtigung anisotroper Steifigkeits- und Reibungsverhältnisse. kl ~ k2, 
PI ~ P2· 
• Einbeziehung schlupfabhängiger Reibwene P = p(o), wie sie insbesondere bei 
Reifen auf nassen Straßen auftreten, vgl. Mitschke [3.20] . 
• Aufnahme experimentell ermittelter Kontaktkraft-Schlupf-Kennlinien in halb-
empirische Modelle. Dabei geht man von Kennlinien aus, die bei bestimmten 
Nominalbedingungen gemessen wurden, und übenrägt die Ergebnisse mit Hilfe 
von Ähnlichkeitsbeziehungen auf davon abweichende Bedingungen. 
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• Erfassung instationärer Verhältnisse, wie z.B. dynamische Radlast- oder Seiten-
kraftschwankungen, vgl. auch Weber [3. (6) . 
Beispiel3.6 K 0 n t akt kr äft e fO r ein 5 traß e n fa h rz e u g. Belrachtet wird das in 
Fig. 3.21 dargestellte vereinfachte Modell eines Slraßenfahrzeuges nach Riekert. 5chunck (3.21]. 
Dieses Modell gestattet eine Obersichtliche Analyseder Bewegungsvorgänge in der Horizontalebene. 
wenn die auf das Fahrzeug wirkenden KräfIe und Momente bekannt sind. Gegeben seien die 
BewegungsglÖßen {ve . r; nJ. die Längen I. ; I. ; I. der Lenkwinkel Ö. das Gewicht G des 
Fahrzeuges und die Antriebsbaftf,l.' am Hinterrad. Die Indizes v und h beziehen sich auf das fiktive 
Vorder- bzw. Hinterrad. Die SchwerpunklSgeschwindigkeit Vc weicht um den Winkel 'I' _« I von der 
Fahrzeuglängsachse ab. Die Winkelgeschwindigkeit n sei klein. nl « ve. Beide Reifen sollen 
gleiche Eigenschaflen aufweisen. Bekannt sind die Latschlänge 2a. der Gleitreibwert /l; const. die 
bezogenen Steifigkeiten 1, ; 1, = 1 der Lauffiäche und die Steifigkeiten c h c, der Karkasse. Als 
Zahlenwerte sind gegeben: a = 0.1 m. 1 = 900 kN / m'. c, -> ~. C, = 60 kN / m. /l/f./ ; 
/lG /2; 2000 N. 
Man bestimme in Abhängigkeit der Schräglaufwinkel die KontaktJaaftgrOßen a) am Vorderrad. b) am 
Hinterrad sowie c) die resultierenden und auf den Schwerpunkt bezogenen KraftgrOßen 1I./cl. 
Fig.3.21: 
Vereinfachtes Fahrzeug-
modell nach Riekert. 
Schunck (3.21] 
mit Kontakllaaflgrößen 
\n ... 
1~ 
2 
Lö s u n g: Aus Fig. 3.21 liest man die Schräglaufwinkel a~ a. ab. 
< nIu au=o+yt--, 
Vc 
MOMEN IANPOl 
(1) 
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Wegen der Kleinheit der auftrttenden Winkel gilt fUr die G=hwindigkeiten v.. v" der Rad-
minelpunl:te 
Damit lassen sich die SchlupCgtOBe. gemaß Definition (3.111) ben:chnen. 
a) Das Vor der rad ist nicht angetrieben. somit gilt 
vlu=O. "''Zv===-tana". 
(2) 
(3) 
Für "'eine Schraglaufwinke\ a. «I erhalt man die KontaktkraftgrOllen nach (3.114). (3.11S) oder 
(3.117). 
/'1 , 1.1:::: O. 
/'2. u :z: -1'ZlYlv :::: 2ia2 tan u" :::: 1Stan a u kN • 
2 
I" • = luV,. = --.ta' tana. = "'().6tana. kNm. (4) . 3 
AbblIngig vom Lenkwinkel 6 kann der Schrllglaufwinkel a. auch groBe Werte annehmen. Der 
Grenzwinkel <l,(;. ab dem voUstllndiges Gleiten auftritt. ergibl sich aus (3.123) zu 
I I I 31'11.' I • tana"" = 0= 2ka' =). a",,=18.43. (5) 
Die zugehOrigen KontaktkraftgtOBen lauten gemlll! (3.125)-(3.127)CUr a. > 0 mitv; = 6tan a. = 
3tanauo 
(6) 
{
'''' , .. .,., • I ~2 -;JI'l +Vl " 2 S 
f" .• = I' 1/.1 ", = 111/.1 für 
I v; ~ I 
(7) 
für (8) 
Die Auswertung der Beziehungen (7). (8) liefert die in nachfolgender Tabelle zusammengestellten 
Werte. Eine VeranschauUchung der zugehOrigen Kurve.verlaufe zeigt Fig. 3.22. 
a-
in grad 
o 
2.86 
5.71 
8,53 
11,31 
14.04 
16.70 
18,43 
o 
0.05 
0.10 
0.15 
0.20 
0.25 
0.30 
0.3J 
f,l, u 
in N 
0 
772 
1314 
1667 
1872 
1969 
1998 
2000 
In. tI X/'IIJ :::: In. t.o 1/'1, u 
in Nm in cm 
0 - 3.3:J 
- 18,53 -2.40 
- 20,58 -1,57 
-14.96 -0.90 
- 7.68 -0.410 
- 2,36 -0.120 
- 0.18 -0.009 
0 0 
Fig. 3.22: 
Verlauf der KonlaktlcraflgröBen 
/'2. \I; 1,1. u und der Koordinale XHI) 
des KJaClalIgriffspunkres am Vorder-
rad in Abhangigkeil des Schraglauf-
winkels "v 
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Ja,. 
N. 
- 20 
-10 -2 1000 
b) Das Hin te r rad ist angetrieben. Aus der gegebenen TangentiaIlcraft 1.1" resultiert ein 
Ungsschlupf v ... der zunllehst unbekannl ist und in einem Bereich -0,35 ,; V" ,; 0.35 angenommen 
wird (v" < 0 bedeutel Antteiben. v" > 0 hingegen Bremsen), Der Seilenschlupf betragt 
(9) 
Die KontaktktaftgrOßen ergeben sich bei gleichzeitigem Aufueten von Längs- und Seitenschlupf 
aus (3.148) - (3.155) unler Berücksichtigungvon 0'" =v" f(1-v,,). 0',. = -lall a. I (I-v .. ), 
(1~~ a?,. + all1 ,u· = 80'=30', 
I,;'. = -'P' !I V. I 0', 10'. (10) 
/ • " /. /' " " I Pl .Iio = XH 112 ,. • P ) korT = P11I - Jtl ", Jr2 " - • • • . . • . C2 
'P' = für (11) 
{
30" - 30'" + 0'" 0" ,; I 
I 0";>1 
für (12) 
o 
Die Auswertung der Beziehungen (10) - (12) ergibt für lall a. = 0.15 die Resultale in nachslChender 
Tabelle. Man erkennt. daß die nach (3.155) korrigierten Bohrmomenle /;,,"rr teilweise erheblich von 
den unkorrigier1en Wenen 1;3 .• abweichen. 
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v" C1" /';,. /'i,. I;),,. 1;3,",rr 
in N in N in Nm inNm 
0.35 0-S3gs -0,2308 0,5859 -1838 188 0 24.139 
0.30 0,4286 -0.2143 0.4192 -1128 1008 0 29.030 
0.20 0,2S - 0.187S 0.3125 -1599 1199 0.0 31.953 
0.10 0.1111 -0.1661 0.2003 - 1038 1559 - 6,392 20,519 
0 0 -0.15 0.15 0 1661 - 14.96 -14.960 
-0.10 -0.0909 -0.1364 0.1639 965 1448 - 10.86 - 34.149 
-0,20 -0.1661 - 0.125 0.2084 1504 1128 - 4.06 - 32,335 
-0.30 -0,2308 -0.1154 0,2561 1115 888 - 0.852 -21.122 
-0.35 - 0,2S93 -0.1111 0,2821 1832 185 - 0.243 - 24.351 
Die Ergebnisse sind in Fig. 3.23 zusammen mit dem Reibungskn:is veranschaulicht. Darin ist das 
1.; .•. I.; .•. -Diaglllmm analog zum Kennfeld Fig. 3.20 aufgebaut. wobei die Berllhrpun1cte mit dem 
Reibungskn:is die Grenzpunkte G und G' ergeben. Das blockierte Rad wird dureh den Bildpunkt B 
gekennzei<:hneL Aus Fig. 3.23 erkennt man.daß mit zunehmendem Betrag der Ungskraft. \1.; .• 1 > O. 
die Seitenkraft 1.; .• abnimmL Desweiteren lassen sich für gegebene Ungskrafte 1.; .• die zugehörigen 
Ungsschlüpfe ~ .. abschauen. 
c) Die resultierenden und auf den Schwerpun1ct bezogenen KraftgröBen 1/.lc I lauten im fahneug· 
festen Refercnzsystem RIC .• :I. vgl. Fig. 3.21. 
·0 
m h 2000 
~, 
Alt ::!:. Ir;,. - /'2. u sin 6. 
1I = /,; .• + !,2.u COSÖ • 
I!) = Ij.).k.orr + 'n, u + /'2. fJ lu cosö - /'; ,10 I" . 
. " -lpl,kOlT 11.1'1 ,. .-
·m /000 
-0.10 
·50 '000 
• 
0-:s_-=·",.1'!:,0 -1:." h .;. .
'NTREIBEN 
0: O,lm 
9d 
·/0111 
• 
0'0 0,3$ 
0.20 O.JO 
BREMSEN 
Fig.3.23: 
Verlauf der Kontaklkraft· 
gröBen 1.;',:1;, ...... am 
Hintemd in Abhängigkeit 
der Ungskraft 1.;., für 
tan«, =0.15 
(13) 
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Diese KrnftglÖBen werden zur Aufstellung der Bewegungsgleichungen benötigt. aus denen die hier 
als gegeben angesehenen BewegungsglOSen folgen. vgl. dazu IUeken. Schunck [3.21] . 
Beispiel 3.7 Kontaktkräfte und vereinfachte Bewegungsgleichung 
fO r ein e n fre i ro II end e n An hä n ger. FOrdas in Beispiel 2.13 betrachtete Modell 
eines Anhängers sollen die KonraktlcräCte bestimmt und in die Bewegungsgleichungen eingesetzt 
werden. Dabei ist von kleinen Bewegungen um die Referenzlag. Y. = O.l!r = 0 auszugehen. FOr den 
Fall einer seiUich fixierten Anhängerkupplung. y = y, = O. ist der Bewegungsverlauf zu diskutieren. 
Lös u n g: Ausgangspunkt sind die linearisierten Bewegungsgleichungen (41) aus Beispiel 2.13. 
0] [Y]_[- /., r- /.,] o ß- rt ... 
k, r al., -I, 
(1) 
Die KonraktlaaftgrOBen 1.,.1., ./" -I, korrespondieren mit dem Freikörperbild Fig. 2.29b). wobei 
ihre Richtung entgegengesetzt zu den positiven KoonlinatenrichlUngen eingefOhrt wurde. Unter 
Berücksichtigung dieser IUchtungsfesUegung lautet die KrnftschluS.Schlupf-Beziehung ausgehend 
vom BOrstenmodeU. vgl. (3.143). 
[
/.,]_ [/11 
/., - 0 
/, 0 
o 
In 
- In 
(2) 
Das Rad des Anhängers rollt frei. es ist weder gebremst noch angetrieben. deshalb verschwinden 
Langsschlupf und LangsSChlupfkraft. Y, = o. 1., = O. Damit läßt sich die Gleichung fOr die Raddrehung 
abspalten. Aus (I). (2) sowie (3.143) folgt 
[-;m -~m] [;Hk~ :,] [~H(af~~n;:)yJ (3) 
In = 2k,a"2. In = ~ k,a·' . aln + In =(a+a' /3)/n -aln . (4) 
Darin bezeichnen k, die Quersteifigkeit der Reifenlaumache und a' die Latschlllnge. wobei im 
folgenden a' «a angenommen wird. Der Querschlupf .., ergibt sich gemäß Defmition (3.53) zu 
(5) 
Die Geschwindigkeit "f, des Radschwerpunktes im Konraktflächensystem K folgt durch Trans-
formation der im Inertialsystem I gegebenen Geschwindigkeit "t,. vgl. (4) aus Beispiel 2.13. 
"~2 ;SKl llt1 = (-Yh "bz 
=[~: :i ~] [7-+0s:H-:::~;:;~arl (6) 
Nach Linearisierung von (6) folgt aus (5) 
_ Y ay 
vz=-r+---· 
tIo tIo 
(7) 
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Damil erMIl man aus (3) die Bewegungsgleichung 
[ m -l'm] [~]+ In [I -a] [~]+[k, -In] -l'm TG r 110 -a a' r 0 k,+al21 
, M . ., + ' b . T + - (K+N) . w=w· J = O. 
(8) 
wobei 
[ 
k, -In /2] [0 -In /2] 
K = -In /2 kr + aln . N = In /2 0 ' 
(9) 
Die Bewegungsgleichung füreinen Anhänger mit zwei Freiheitsgraden hat eine ähnliche Strukturwie 
die Bewegungsgleichung eines EisenbahnradsalZes (vgl. (27) und (28) aus BeispieI3.S), Insbesondere 
trin in beiden Fallen die schiefsymmelrische Malrix N der nichlkonservativen Lagekräfle und eine 
Dämpfungsmatrix D :luf. deren Elemenle mit zunehmender Geschwindigkeit ~ immer kleiner 
werden. Für den Sonderfall der seitlich fixierten Anhangerlrupplung enlflllil ein FreiheilSgrad (,. 0) 
und damil die ersle Zeile in (8). Es verbleibl die Gleichung 
(10) 
sie beschreibl gedämpfle Pendelbewegungen des Anhllngers um die Hochachse durch das Gelenk. 
Bemerkenswert isl. daß auch bei fehlender Drehfeder (.I:, = 0) ein Ruekslellmomenl durch die 
Konlakllaafl infolge Querschlupf aufIrin. Diese Konlakllaafl bewirkt gleichzeitig ein DlImpfungs-
moment. das mil wachsender Fahrgeschwindigkeit t\)abnimmr. Abschließend sei angemerkt. daß der 
Konlakllaaflberechnung bisher das einfache BUrslenmodell zugrunde lag. wonach sich sehr einfache 
Kraftschluß.Schlupf-Beziehungen ergeben. Bei anderen Modellen ergeben sich kompliziertere Be-
ziehungen. Einen Vergleich unterschiedlicher Rolltheorien und ihn:: Auswirkung auf das Bewegungs-
verhallen eines Rades an einer Deichsel findet man bei Sperling (3.15). 0 
4 Fahrwegmodelle 
Nach der Beschreibung von Fahrzeugmodellen und Modellen für Trag- und Führ-
systeme sollen nun Fahrwegmodelle für landgestützte Fahrzeugsysteme behandelt 
werden. Abhängig von Fahrzeugtyp und Auslegungsziel bestehen unterschiedliche 
Fragestellungen: Der Fahrzeugdynamiker. der sich mit der Auslegung von Straßen-
oder Schienenfahrzeugen beschäftigt. betrachtet den Fahrweg als starr und ist an den 
Störungen interessiert, die vom Fahrweg auf das Fahrzeug einwirken. Der Struk-
turdynamiker hingegen. der Brücken. geständerte Fahrwege oder Gleise auslegen soll. 
betrachtet die Fahrzeuge als bewegte Lasten und ist an den elastischen Verschiebun-
gen der Tragwerke interessiert. Im Gegensatz zu dieser Teilsystembetrachtung muß 
bei starken dynamischen Wechselwirkungen zwischen Fahrzeug und Fahrweg. wie 
sie beispielsweise bei schnellen Magnetschwebefahrzeugen auf geständenen Fahr-
wegen vorliegt, das B ewe gun g s ver hai t end e s G e sam t s y s t e m s 
F a h r z e u g - F a h r weg analysien und optimien werden. Der Einbeziehung des 
Fahrwegs in die Systemoptimierung kommt auch aus Kostengrunden große Bedeu-
tung zu. denn ein Großteil der gesamten Investitionskosten - bei Magnetschwebebah-
nen etwa 75 % - entfl!1lt auf den Fahrweg. 
Im folgenden werden Modelle für elastische Fahrwege sowie Störmodelle für starre 
Fahrwege entwickelt. Es zeigt sich. daß in beiden Fällen lineare mathematische 
Ausdrücke auftreten. so daß beide Modelle überlagen werden können. wenn dies 
erforderlich ist. 
4.1 Modelle für elastische Fahrwege 
Die ersten theoretischen Arbeiten zur Dyn ami k e1 ast i s c her S t r u k-
tu ren u n t erb ewe g t e n Las te n gehen auf Willis (1849) und Stokes 
(1849) zurück. Sie wurden durch den Einsturz der Eisenbahnbrücke in Chester. 
England. im Jahre 1847 angestoßen. Seither sind diesem Thema viele Arbeiten 
gewidmet worden. Eine Zusammenstellung der Fachliteratur. der verwendeten Me-
thoden und der erzielten Ergebnisse findet sich in den Arbeiten von Fryba [4.1]. Popp 
[4.2]. [4.3] und Konüm. Wormley [4.4]. 
Bei spurgebundenen Landfahrzeugen geht man von unendlich langen Fahrwegen aus. 
Fig. 4.1 zeigt als wichtigste Bauformen den geständenen Fahrweg für Magnet-
schwebebahnen und das kontinuierlich gebettete Gleis für Eisenbahnen. Ersetzt man 
die Wirkung der Fahrzeuge auf den Fahrweg gemäß dem SChnittprinzip durch die 
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Schnittkräfte, so erhält man in beiden Fällen ein mit der Fahrgeschwindigkeit v 
bewegtes System von Kräften auf elastischen Strukturen. In vertikaler Richtung 
setzen sich diese Kräfte aus den konstanten Gewichtskräften und den zeirverän-
derlichen Magnetkräften bzw. dynamischen Radlasten zusammen. Man erkennt, daß 
die Kräfte in Vertikalrichtung dominieren und deshalb die elastischen Fahrweg-
verformungen in folge Biegung wesentlichen Einfluß auf die Vertikaldynamik des 
Gesamtsystems haben. 
0) 
b) 
r-,,""AHRFur . - ',:1 sYSTEM 
[";'-'-'-:1 . . 91 
Fig. 4.1; 
Fahrzeug·Fahrweg Modelle fUr 
, a) Magnetsehwebebahnen. 
b) Eisenbahnfahn.euge 
Der Fa h r weg für Mag n e t s c h web e b ahn e n, Fig. 4.la), ist als 
geständerte periodische Struktur aufgebaut, bestehend aus baugleichen Fahrweg-
elementen auf starren Stützen. Durchlauf träger haben gegenüber Ein- oder Mehrfeld· 
trägem bei gleichem StUtzenabstand zwar eine geringere statische Durchsenkung, 
weisen aber ein ungünstigeres dynamisches Verhalten auf. Deshalb bestehen ausge-
fUhrte Konstruktionen aus Einfeldträgem, Zweifeldträgem oder Zweifeldrahmen. 
Das Gesamtrnodell des Fahrzeug-Fahrwegsystems muß mindestens so viele Fahrweg-
elemente enthalten, wie durch die bewegten Fahrzeuge gekoppelt sind. Bei der 
ModeUierung des Gesamtsystems verwendet man aus Effizienzgriinden eine 
S y s t e m a b g ren z u n g konstanter Länge, die nur die minimale Anzahl gekop-
pelter Fahrwegelernente enthlilt. Diese Systemgrenzen verändenman schrittweise mit 
der Fahrzeugbewegung, wenn die vordeme Kraft ein ruhendes Fahrwegelement 
erreicht. Dabei sind jeweils die Anfangs- bzw. Übergangsbedingungen für die 
Fahrwegelemente anzupassen. 
Der Fa h r weg f UrE i sen b ahn e n, Fig. 4. lb), ist als kontinuierlich 
gebettete, unendlich ausgedehnte Struktur aufgebaut. Die Abgrenzung des Gesamt-
systems muß hinreichend groß sein, so daß die elastischen Fahrwegverformungen an 
den Systemgrenzen verschwinden. Die Systemabgrenzung wird kontinuierlich ent-
sprechend der Fahneugbewegung mitgeführt. 
Im folgenden werden die Fahrwege durch einfache Balkenstrukturen modelliert und 
analysiert. Bei den diskret gestUtzten, periodischen Strukturen mit endlicher Balken-
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Ilinge kommen Modalmethoden (Bernoullischer Ansatz stehender Wellen) zur An-
wendung, während die kontinuierlich gebetteten Balken unendlicher Länge mittels 
Wellenmethoden (d' Alembenscher Ansatz fortSchreitender Wellen) untersucht wer-
den. 
4,1.1 Modelle für periodisch gestützte Balkenfahrwege 
Die Untersuchung der e Ja s t i s c h e n Fa h r weg ver f 0 r rn u n gen erfolgt 
in drei Stufen: 
I) Mathematische Beschreibung eines einzelnen Fahrwegelementes. 
2) Zusammenfassung der durch das Fahrzeug gekoppelten Fahrwegelemente inner-
halb der Systemgrenzen. 
3) Berechnung der Fahrwegverformungen infolge der Wechselwirkungen mit dem 
bewegten Fahrzeug im Rahmen des Gesamunodells unter Berücksichtigung der 
schrittweisen Änderung der Systemabgrenzung durch Anpassung der Anfangs-
und Übergangsbedingungen. 
Fig. 4.2 zeigt gebräuchliche F a h r weg eIe me n t e. Jedes Element der Länge L 
besteht aus s Feldern von homogenen Balken der LängeLjund konstanten Werten für 
die Biegesteifigkeit (El)j und die Massenbelegung (PA);, i = 1(1)s. Durch die mit der 
Geschwindigkeit v bewegten Kräfte fp. (I) = fp. na, + fp. dyn (I), Jl = 1(I)m, ergeben 
sich injedem Feld Balkenverschiebungen W;(~;, I), 0 $~; $ 1.;, infolge Biegung. Die 
Berechnung dieser Verschiebungen erfolgt unter Verwendung der B ern 0 u I1 i -
Eu I e r sc h e n BaI k e n t h e 0 r i e, die kleine Verformungen, das Ebenbleiben 
der Querschnitte bei Biegung sowie ein linearelastisches Materialverhalten voraus-
setzt und die Rotationsträgheit und Schubverformungen vernachlässigt Ein Ver-
Fig. 4.2: 
Modelle rtlr periodisch gestUtzte 
Balkenfahrwege, bestehend aus 
a) Einfeldträger-, 
b) Zweifeldtri1ger-, 
c) Zweifeldrahmenelementen 
01 
bl 
I .. 
I, 
Im 
I, EI. pA 
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gleich mit der genaueren Timoshenko-Balkentheorie. die auch die beiden letzt-
genannten EinflUsse berücksiChtigt. ergibt fUr die ersten fünf Eigenfrequenzen rela-
tive Fehler kleiner als 5 %. wenn das Längen-Höhen-Verhältnis der Balken größer als 
20 iSL Die Balkendifferentialgleichung lautet für das Feld i mit 0 S';i S l.; 
(EI)i Wi .... (.;i ,I) + (PA)i Wi(';i .1) = I Ip (I) 8(';i - ';ip) • (4.1) 
p 
dabei bezeichnen ( rund () ans- bzw. Zeitableitungen. 8( ) die Dirac-Distribution 
und ';il' den Angriffspunkt der Kraft 11' im Balkenfeld i. Die Lösung von (4.1) ergibt 
sich unter Berücksichtigung der Anfangs- und Randbedingungen gemäß dem 
Entwicklungssatzausdenonsabhängigen Ei gen fun k t ion e n q>ij(';i) undden 
zeitabhängigen verallgemeinerten Koordinaten oder M 0 d alk 0 0 r d ion a t e n 
zN) zu -Wi(';i.l) = I q>ij(';i)Zj(l) , i = 1(I)s. (4.2) 
j=1 
Die Eigenfunktionen q>ij(';i) kennzeichnen die j-te Eigenschwingungsfonn des 
unbelasteten Balkenfeldes i und weisen folgende Eigenschaften auf: 
• Sie sind Lösung des Eigenwertproblems 
q>i .... (.;i)-G:J q>i(';i)=O. (4.3) 
mit dem E i gen wer t A.., der durch die Einführung der Länge Li ein reiner 
Zahlenwert ist, 
).1 = (02 L1 (~~ J . (4.4) 
• Sie erfüllen die Randbedingungen. 
Die Anpassung der allgemeinen Lösung von (4.3) an die Randbedingungen ergibt 
eine transzendente Gleichung - die F re q u e n z g lei c h u n g - für die 
E i gen k re i s fr e q u e n z (0 der Balkenschwingungen. Diese Gleichung 
hat unendlich viele Lösungen cq- mit zugehörigen Eigenfunktionen 'Pv(~')' die 
geeignet zu normieren sind. 
• Sie sind orthogonal bezüglich des gesamten Fahrwegelements. Die 0 r t h 0 g 0-
nalitätsbedingung lautet 
o 
fllr • (4.5) 
s 
Mj = I Mij j=k 
;=1 
wobei Mj die m 0 d ale M ass e kennzeichnet. 
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Mit diesen Eigenschaften und der Ausblendeigenschaft der Dirac-Distribution folgt 
aus (4.1) die Bestimmungsgleichung für die Modalkoordinaten zit) eines Fahr-
wegelementes. 
Zj (t) + wJ z j{t) = 2- r lPij(!;ip) Mt) . 
Mj p 
(4.6) 
Bei der Lösung von (4.6) sind die Anfangs- oder Übergangsbedingungen zu be-
rücksichtigen. 
Für technische Anwendungen wird die Vorgehensweise wie folgt modiftzien: 
• A P pro x i m a t ion der Lös u n g (4.2) durch die ersten! Eigenfunk-
tionen lPij(!;i). j = 1(1)/. Als Anhaltswen für/gilt s ~ / S 2s zur Berechnung 
der Balkendurchsenkungen und!> 3s zur Bestimmung der Biegemomente und 
Spannungen. wobei s die Zahl der Felder pro Fahrwegelement ist. Ein weiterer 
Anhaltswen ist der interessierende Frequenzbereich 0 S Wj S wmax • woraus 
W / ~ Wmu folgt. 
• HinzufUgen einer m 0 d ale n D ä m p fun g 2Dj W j i j (t) auf der linken 
Seite von (4.6). Messungen haben ergeben. daß die DämpfungsgradeDj in weiten 
Grenzen schwanken. 0.005 SDj~0.05. wobei die kleineren Wenefür Stahl- und 
die größeren fUr Stahlbeton träger gelten. Aus Messungen an ausgefühnen Kon-
struktionen ist häufig nur der Dämpfungsgrad D I fUr die erste Eigenschwingung 
bekannt. Dann müssen die DämpfungsgradeDj fürj> I aus Hypothesen bestimmt 
werden. Gängige D ä m p fun g s an nah m e n sind die v i s k 0 s e 
Dämpfung 
W · 
Dj =Dt-L . 
WI 
(4.7) 
bei der die höheren Eigenschwingungen entsprechend ihrer Eigenfrequenzen 
stärker gedämpft werden. und die h y s t e r e t i s c h e D ä m p fun g oder 
Strukturdämpfung 
Dj = Dt • (4.8) 
mit gleichen Dämpfungsgraden für alle Schwingungsformen. 
• Darstellung der approximienen Lösung (4.2) und der um einen Dämpfungsterm 
erweitenen Bestimmungsgleichung (4.6) in V e k tor s c h re i b w eis e: 
Wi(!;i. t) = rpT(!;i)Z(t). 
z(t)+Äi(t)+!lz(t) = M- I r rp(!;ip)/p • 
p 
wobei 
tp=[IPI •... • 1P/1T • z=[zl •. .. • z/IT . 
(4.9) 
(4.10) 
(4.11) 
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M = diag (Mj) , a = diag (2Dj /l}j) ' 0 = diag (/l};) , j = 1(1)f. 
Man erkennt, daß sich die mathematische Beschreibung eines einzelnen Fahrweg-
elementes (Stufe I) auf die Bestimmung der Eigenkreisfrequenzcn ~ und zugehöri-
gen Eigenfunktionen qJij(~i) reduzieren läßt Mit (4.5) liegen dann auch die modalen 
MassenMjfest Durch Hinzufügen modaler Dämpfungen Dj erhält man schließlich die 
Bestimmungsgleichung (4.10) für denf x I-Vektor 4(1) der Modalkoordinaten eines 
Fahrwegelementes, die gleich aufgebaut ist wie die Bewegungsgleichung (2.120) für 
gewöhnliche Mehrkörpersysteme. Die Beschreibung der durch das Fahrzeug gekop-
pelten Fahrwegclemente innerhalb der Systemgrenzen (Stufe 2) ist damit in einfacher 
Weise möglich. Die eigentliche Berechnung der Fahrwegverformungen (Stufe 3) 
erfordert hingegen Modelle flir die Wechselwirkungskräfte I" (I) und erfolgt im 
Rahmen der Analyse des Gesamtsystems. Im nächsten Abschnitt soll auf die Bestim-
mung der Eigenfrequenzen und Eigenfunktionen für Biegeschwingungen näher 
eingegangen werden. Diese Untersuchung bezeichnet man als M 0 d a I an a I y s e. 
4_1.2 ModaJanalyse für Biegeschwingungen von Balkenstrukturen 
AIs einflihrendes Beispiel soll die Modalanalyse für den Ein fe I d t r ä ger nach 
Fig. 4.2a) durchgeführt werden, wobei der Feldindex j weggelassen wird. 
Die allgemeine Lösung des Eigenwertproblems (4.3) lautet flir Ä "" 0 
qJ(~) = Cl cosh(Ä~ I L)+C2 sinh(Ä ~ I L)+C3 cos(Ä ~ I L) 
+ C. sin(Ä ~ IL). (4.12) 
(Für Ä = 0 folgt aus (4.3) die Dgi. qJ .... (~) = 0 mit einer gänzlich anderen Lösung). 
Gleichung (4.12) läßt sich äquivalent in Vektorschreibweise darstellen, 
(4.13) 
wobei 
C= [C"C2,C3,C.)T , (4.14) 
a( · )=[C(·),S( · ),c( · ), s( · »)T, (4.15) 
C( . ) = cosh ( . ), S( · ) = sinh ( . ) , c( · ) = cos( . ), s( · ) = sin( . ) . 
(4.16) 
Mit den Randbedingungen des beidseitig gelenkig gelagerten Balkens folgt 
qJ(O) = 0, qJ"(O) = 0, rp(L) = 0, rp"(L) = 0 . (4.17) 
Die Anpassung der allgemeinen Lösung (4.12) an die Randbedingungen (4.17) ergibt 
die Konstanten CI = C2 = C3 = 0 und die ttanszendente Frequenzgleichung 
C4 sin Ä = O. (4.18) 
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Die nichtuivialen Lösungen von (4.18) liefern die Eigenwerte Aj und Eigenkreis-
frequenzen "1. 
A j = jn, CAlJ = C: r :~, j = 1(1) 00 • (4.19) 
Setzt man den freien Pammeler C4 =.,f2, so lauten die Eigenfunktionen f{Jj und 
modalen Massen Mj 
L 
/jJj =.,f2 sin jn. Mj = J PAf{JJ(~)d~ = pAL. j = 1(1)00. (4.20) 
o 
Eine Zusammenslellung der modalen Gräßen für Einfeldträger mit üblichen Rand-
bedingungen findet sich in Tabelle 4.1. Filr kompliziertere Balkenstrukturen kann die 
Modalanalyse nicht mehr analytisch durchgeführt werden. hier ist man auf numeri-
sche Methoden angewiesen. Von den zahlreichen Rechenverfahren, vgI. Knothe [4.5]. 
seien zwei genannt: 
• Die Deformationsmethode (DEM) oder dynamische Steifigkeitsmethode. vgl. 
KolouSek[4.6] . 
• Die Finite-Elemente-Melhode (FEM), vgl. Z.B. Schwarz [4.7]. 
Im folgenden soll die 0 e f 0 r m a t ion s met h 0 d e dargeslellt werden, aus 
deren Grundbeziehungen nach Linearisierung die Steifigkeits- und Massenmauizen 
der Finite-Elemente-Methode folgen. Das Vorgehen bei der Modalanalyse iSI für 
beide Methoden gleich. Es kann analog zum Formalismus für Mehrkörpersysleme. 
vgl. Abschnitt 2.5. in flinf Schritte unterteilt werden. 
I. S ehr i I t: Syslemspezifi.kation und Eingabedalen. Zunächsl wird die elastische 
Struklur eines Fahrwegelementes als Ganzes betrachtet und unterteilt in 
i = 1(I)s Fe I der aus homogenen. geraden Balken konstanten Quer-
schnitts. mit 
IC= 1(I)k K n 0 I e n an den Feldgrenzen. wobei 
v = 1(I)n K n 0 I e n ver s chi e b u n gen möglich sein sollen. 
K n 0 I e n p unk I e sind vorzusehen an den Auf- und Zwischenlagern. den ürten 
mit Änderungen der Querschnittsfläche. Sleifigkeil oder Massenbelegung sowie 
ürten. an denen sich Zusatzmassen oder -federn befinden. Darüber hinaus können an 
beliebigen Slellen der Struktur Zwischenknoten eingeflihrt werden, wenn es das Re-
ehen verfahren aus Genauigkeitsgründen erfordert. Dem Fahrwegelement wird ein 
globales raumfestes kartesisches Koordinalensyslem zugeordnet. vorzugsweise 
mit Ursprung im linken Auflager. vgl. Fig. 4.2. Die Beschreibung der Knotenver-
schiebungen und -drehungen erfolgt durch die verallgemeinerten Koordinaten 
qv, v = 1(1)11. Die einzelnen Felder i werden freigeschnitten und durch ihre Feldlänge 
Li. Biegesteifigkeit (E!)i und Massenbelegung (pA)i gekennzeichnet. Befinden sich an 
den Knoten IC noch Z usa t z m ass e nun d - fe der n, so sind ihre Massen 
mK • Massenträgheilsmomente IK' Federkonstanten kKund Drehfederkonstanlen CK ' 
anzugeben. 
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Eingabegrößen sind: 
n.q=[qlo.··.lb.· ..• qnlT • 
s.Il;. (E!);. (PA)i). i = 1(1)s. 
k. leK' I K. kz• md. ,,= 1(I)k . 
(4.21) 
(4.22) 
(4.23) 
2. S c h r i t t: Elementbetrachtung. lokale Gleichungen. Nun wird ein einzelnes 
freigeschniuenes Balkenelement i in einem lokalen Koordinatensystem betrachtet. 
Fig. 4.3. Der Index i soll aus Übersichtlichkeitsgründen in diesem Abschnitt wegge-
lassen werden. Die Bewegungsgleichung des unbelasteten Balkenelements ist durch 
(4.1) mit fp " 0 gegeben. Die Lösung läßt sich mit dem Ansatz w(~. t) = tp(~)sin (i)t 
auf die Eigenfunktionen tp(~) in der Form (4.12) - (4.16) zurückführen. ebenso das 
Biegemoment Mb(~.t) = -Elw"(~. t) und die Querkraft Q(~. t) = Mi,(~. t). Die 
Schniugrößen uod Deformationen am linken uod rechten Balkenrand (Index I bzw. r). 
vgl. Fig. 4.3. lassen sich deshalb nach Abspaltung der harmonischen Zeitfunktion in 
folgender Weise darstellen: 
MI = -Eltp"(O). t;1 = 11" (0) • 
(1 = EI 11'" (0) • WI = '1'(0). 
M, = EI 'P"(L). t;, = 'P·(L). 
!2r = -EI tp"·{L). w, = tp(L). 
,-------,--- ! 
• wb,t l HIt ~ I 
0, 
Fig.4.3: 
Freigeschniuenes Balkenelemenl mit SchniugröBen und 
RanddcConnationen 
(4.24) 
EI =const . pA =const 
FaßtmandieseGrößenzum Randkraftvektor fbzw. Randverschie-
bungsvektor 11 zusammen. 
(4.25) 
und setzt die Eigenfunktionen 'P(~) = aT (Ä~ I L) c und ihre Ableitungen in (4.24) 
ein. so folgt 
(4.26) 
mit eigenwertabhängigen Matrizen D{Ä). E(Ä) und dem Koeffizientenvektor c. 
Durch Elimination von c erhält man 
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mit 
F().) = EI 
17/L 
-Fot I L2 
li.IL 
-FJ I L2 
-F4 1 L2 
F61 [} 
FJ I L2 
F5 /L3 
fj = -). [S().)-s().)]1 N, 
l7 = -). [C().)s().)-S().)c().)]1 N, 
11 = _).2 [C().)-c().)]I N, 
F4 =).2 [S().)s().»)I N , 
Fs =).3 [S().)+s().»)1 N, 
F6 = _).3 [C().)s().)+S().)c().)]I N, 
N = C().)c().)-1. 
-FJ I L2 
Fsl L3 
F41L2 
F6 1 L3 
(4.27) 
(4.28) 
(4.29) 
Die symmetrische Feldmatrix F().) vennillelt den Zusammenhang zwischen den 
Randverschiebungsgrößen 11 und den Randkraftgrößen feines Balkenelementes; 
wegen ihrer Eigenwertabhängigkeit wird sie auch als dyn ami s c h e S te i-
f i g k e i t s m a tri x bezeichnel Ihre Elemente lassen sich durch die F r e-
q u e n z fun k t ion e n FJJ = FJJ ().), /l = 1(1)6, darstellen, die KolouSek [4.6) 
eingeftihn hal In der später noch benötigten Matrix E- t().) treten ebenfalls die 
Frequenzfunktionen auf, 
-LAFz ).().2 + F4) -LA li. ).FJ 
E-t().) =~ L().2 -F4) F6 LFJ Fs (4.30) 
2).3 LA17 .:l().2 - F4) LAfj -).FJ 
L().2 + F4) -F6 -LI1 -Fs 
3. S ehr i tt: Zusammenhang zwischen lokalen und globalen Koordinaten. Die 
Rand- und Übergangsbedingungen erlauben n Knotenfreiheitsgrade, die durch den 
n x I-Vektor q in (4.21) eingangs beschrieben wurden. Der Zusammenhang zwischen 
den Randverschiebungsgrößen 11; der einzelnen Balkenelemente i und den verallge-
meinerten Koordinaten q ist durch die 4 x n-lacobimatrizen J; gegeben, die auch den 
Zusanunenhang zwischen den virtuellen Verschiebungen vennilleln, 
11; = J; q, SlIi = Ji Sq . (4.31) 
Faßt man alle Randverschiebungen zum 4s x 1-Vektor jj zusammen, so folgt mit der 
globalen 4s x n-lacobimatrix J 
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iJ=]q,OiJ=]liq, 
- _ [ T T T)T 
II-V1 ·····v j . ... . v s · ] = [IT , ... , Ir. .. . .i[)T . 
(4.32) 
(4.33) 
Die Jacobimatrizen sind hier reine Zuordnungsmatrizen mit den Elementen 0 und 1. 
4. S c h r i t t: Systembetrachtung, globale Gleichung. Jedes Balkenfeld i, i= 1 (1 )s, 
eines Fahrwegelementes wird durch folgende Größen charakterisiert: 
Eigenwert: 
Eigenfunktion: 
Konstantenvektor: 
dynamische Steifigkeit: 
Ä-j = Ä-j(ltI) = 1.; ~ ltI2 (pA I EI)j , 
!pj = !pj(~j) = aT Cj, aj = a(Ä-j~;/ 1.;), 
Cj = E;l(Ä-j)lIj , 
f; =F;(Ä-j)lIj. 
Faßt man die Feldmatrizen zur globalen 4s x 4s-Feldmatrix F zusammen, 
~ 
F = diag (F;), 
(4.34) 
(4.35) 
(4.36) 
(4.37) 
(4.38) 
so erhält man mit (4.32) aus dem Prinzip der virtuellen Arbeitderinneren Kraftgrößen, 
vgl. (2.93), 
s s _ _ 
SW~1 = :E 0117 f; = :E 8117 F;lIj = oüT F ü = liqT JT F] q = O. 
;=1 ;=1 
(4.39) 
Wegen liq T .. 0 folgt 
PF ]q=F(ClJ)q=O, F =FT, (4.40) 
mit der dynamischen n x n-Steifigkeitsmatrix F(ltI) des Balkensystems. Gleichung 
(4.40) stellt ein im pli z i t es Ei gen wert pro b lern dar. 
"'K"'NO"'TE"'N --.,--! 
KOORDINATE 
• 
Fig.4.4: 
Charakterisierung der Zusatzmassen und -federn am Knoten 1(' 
Der Einfluß von Zusatzmassen und -federn an dem Knoten 1(, vgl. Fig. 4.4, läßt sich 
durch die virtuelle Arbeit der äußeren Kraftgrößen erfassen, 
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k 
c5W~1 =- L [cS'r(cr-w2/r)'r+cSwr(kr-w2mr)wrl 
.... =1 
(4.41) 
wobei K Z die n x n-Steifigkeitsmatrix und M Z die n x n-Massenmatrix der Zusatz-
elemente bezeichnet Aus der Gleichheit der virtuellen Arbeitder inneren und äußeren 
Kraftgrößen gemäß (4.39) und (4.41) folgt schließlich 
(4.42) 
mit der dynamischen n x n-Steifigkeitsmatrix F(W) des Gesamtsystems einschließ-
lich der Zusatzelemente. 
s. S ehr i t t: Berechnung der Eigenkreisfrcquenzen und Eigenfunktionen. Die 
numerische Lösung des impliziten Eigenwenproblems (4.40) oder (4.24) liefert die 
Eigenkreisfrequenzen ~ und zugehörigen Eigenvektoren qj' wobei zur Lösungs-
approximation die ersten f Größen genügen,j = I (I)f. Die gesuchten Eigenfunktionen 
tpij(~i) erhält man durch Rückwärtsrechnung unter Verwendung von (4.31), (4.34)-
(4.36) : 
Äij =Äj(Wj)=l.; ~W}(PAIEI);, 
lJij =Jiqj , 
E - 1 Ci} = ij lIi}. 
(4.43) 
(4.44) 
(4.45) 
(4.46) 
Damit ist die Modalanalyse nach der Deformationsmethode (DEM) abgeschlossen. 
Als Beispiel sind in Fig. 4.5 die Ergebnisse für den Zweifeldrahmen nach Fig. 4.2c) 
dargestellt 
Die F i n i t e - EIe m e n te - Met h 0 d e (FEM) erfordert ebenfalls die ange-
gebenen fünf Lösungsschriue. Die FEM-Grundbeziehungen erhält man in einfacher 
Weise, wenn die Frcquenzfunktionen (4.29) in Potenzreihen nach Ä entwickelt und 
durch die heiden ersten Reihenterme approximiert werden, 
'" _2+.-L Ä4 
'I 420' 
"'- ~4-~Ä4 
, l 420' 
"' _ 6+~Ä4 
, j 420 ' 
1',4 _ - 6+ 22 Ä4 
420 ' 
54 1'5 _-12-_Ä4 
420 ' 
12 _ 156 Ä4 . 
420 
(4.47) 
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Symmetrisch f = 12.13 Hz - - Im - = 76.22 S-I üJ m '" AI = 3.926 
-- - I - f = 39.33 Hz '" = 247.1 S-I 
AI = 7.068 
Antimetrisch in Längsrichtung fest f = 9.46 Hzu -- '" = 59.42s-1 AI = 3.467 
A) = 1.086 
f = 33.12 Hz 
~ - ......- - '" = 208.1 S-I AI =6.487 
A) = 2.031 
Antimetrisch in Längsrichtung frei f = 6.\4 Hz -- 7 - '" = 38.55 S-I AI =2.792 A) =0.874 
f = 10.54 Hz 
'" = 66.25 S- I 
AI = 3.660 
A) = \.146 
f = 33.18 Hz - '" = 208.5 s-I 
AI =6.494 
A) = 2.034 
LI,2 =20 m; (PA)I.2 = 2.3 ·10) kg I m; (El)1.2 = 0,9 .1010 Nm2 
L.l = 5.66 m; (PA)) = 1.725 ·\0) kgl m; (EI» = 0,45 .1010 Nm2 
Fig.4.5: Ergebnisse der Modalanalyse cUr den ZweiCeldrahmen nach Fig. 4.2c). 
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Ersetzt man die Frequenzfunktionen in (4.28) durch (4.47), SO erhält man eine 
Approximation der dynamischen Steifigkeitsmatrix fUr ein Balkenelement, die in 
zwei Anteile aufgespalten werden kann, 
F = K-6i 2M, K = KT, M=MT, (4.48) 
4L2 6L 2L2 -6L 
K = EI 6L 12 6L -12 
L3 2L2 6L 4L2 -6L 
-6L -12 -6L 12 
4L2 22L -3L2 13L 
(4.49) 
M=pAL 22L 156 -13L 54 
420 -3L2 -13L 4L2 22L 
13L 54 22L 156 
Die Steifigkeitsmatrix K und die Massenmatrix M sind identisch mit den entsprechen-
den Matrizen der FEM. Fühn man die Modalanalyse mit der Approximation (4.48) 
durch, so erhält man anstelle von (4.42) das e x pli z i teE i gen wer t-
problem 
[(K + KZ) - iiJ2(M + MZ)] iI = 0, 
K = JT diag(K;)], M = JT diag(M;)] , j = 1(I)s . 
(4.50) 
(4.51) 
Approximien man in ähnlicher Weise die Eigenfunktionen (4.46), indem das Produkt 
aJ (A.~~; 1I.;)Eij I (A.;j) in eine Potenzreihe nach ~; entwickelt und nach dem Term 
mit ~; abgebrochen wird, so erhält man die Interpolationspolynome der FEM, 
~;(I-~;/ I.;)2 
1-3(~; /I.;)2 +2(~; 1I.;)3 
~t(~;/ I.; -I)/I.; 
3(~; 1I.;)2 - 2(~; 1I.;)3 
(4.52) 
(4.53) 
Die kubischen Hermiteschen Polynome (4.53), die hier aus einer Reihenentwicklung 
der exakten Eigenfunktionen folgen , stehen bei der FEM natürlich am Anfang der 
Betrachtung. Eine G e gen übe r S tell u n g bei der Met h 0 den ist aus 
Tabelle 4.2 zu ersehen, ein Vergleich anhand numerisch berechneter Beispiele findet 
sich in Popp, Bremer [4.8]. Vergleichbar genaue Ergebnisse können mit der FEM nur 
mit einer wesentlich größeren Knotenzahl als bei der DEM erzielt werden. Somit steht 
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der Aufwand fürdie Lösung eines expliziten Eigenwenproblems hoher Ordnung dem 
der Lösung eines impliziten Eigenwenproblems niedriger Ordnung gegenüber. 
Beispielrechnungen zeigen Rechenzeitvorteile für die DEM gegenüber der FEM. 
Tab. 4.2: Gegenül>crstellung der Deformationsmethode (DEM) und der Finite·Elemente-Methode 
(FEM) zur Modalanalysc von BaJl:enstrukturen 
DEM FEM 
LOsungsverfahlen exakt Näherung 
Eigenwertproblem implizit explizit 
Knotenanzahl minima1 groß bei hoher LOsungsgenauigkeit 
Beispiel 4.1 Mo da I a n a I y s e für ein e n Z w e i fe I d t rag e r. Für den in Fig. 4.2b) 
dargestellten symmetrisch aufgebauten Zweifeldtr3ger ist die ModaJanalyse mit Hilfe der De-
formationsmelhode durchzuführen. Zum Vergleich sollen die Eigenwerte nach der Finite-Elemen-
te-Methode bei minimaler Knotenzahl enninell werden. Die Daten der beiden Felder sind: 
L, ~ L, ~ L/2.(EI), ~(ETh ~ ET.(pA), ~(PAh ~pA. 
LOs u n g: Der Rechenablauf erfolgt in den erwahnten filnf Schrillen. 
\. Sc h r i t t: SystemspezifikationundEingabedaten. DerZweifeldtragerwird von linksbegi nnend 
unterteilt in 
; ~ 1(I)s~2Feldermit 
K ~ I (I) k ~ 3 Knoten an den Lagern. wobei 
v ~ 1(1) n ~ 3 Knotenverdrehungen '.mOglich sind. 
Der 3 x I-Vektor q der verallgemeinerten Koordinaten laulet 
q~[',', "Ir. (I) 
2. Sc h r i t t: Elementbetrachtung. lokale Gleichungen. Mit den Elementbeziehungen (4.25) -
(4.29) lauten die lokalen Gleichungen 
!. = F;(A,)II, . (2) 
C, = E j- 10.,)&,1, • ; ~ I. 2. (3) 
.1.' , (L J pA ~.1.' ~ "" '2 EI' (4) 
3. Sc h r i t t: Zusammenhang zwischen lokalen und globalen Koordinaten. Aus den Rand- und 
ÜbergangsbedingungenfolgtderZusammenhangzwischenden lokalen Koordinaten 11;,; ~ I. 2. und 
den globalen Koordinaten (I). 
W. ~ Wri ~ O. ,,, ~ ". ',I ~ ,,, ~ ". ,,' ~". ; ~ I. 2 . (5) 
Damit ergibt sich die globale 8 x 3·Jacobimatrix J. 
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eIl 1 0 0 
w'l 0 0 0 ", 0 1 0 
Mo',1 0 0 0 
= 
'n 0 1 0 
. '/2 0 0 0 
[H -
(6) 
", 0 0 1 
· ',1 0 0 0 
------- j ü = 9. 
4. S ehr i t t: Systembetrachtung. globale Gleichung. Durch Aneinanderreihen der beiden lokalen 
Gleichungen (2) erhält man die Systembeschreibung 
[ h]=[F' 0] [V,]. /, 0 F, V, -- . ' --J = F ~ . 
wobei wegen der Symmetrie F, = F, = F gill. Mit (4.40) folgt 
JTF J9=- Fj(A) 
[
F,(.1.) 
- =- 2E1 
L 0 
Fj(A) 0] 
2F, (A) IHA) 
Fj(A) F,(A) . • 
F[A(/l)] 
[~:]=g. -9 =0 
(7) 
(8) 
mit den Frequenzfunktionen F,.F, gernllll (4.29). Da keine Einzelmassc:n und -federn vorliegen. stellt 
(7) bereits die gesuchte globale Gleichung dar. 
S. S ehr i t t: Bercchnungder Eigenkreisfrequenzen und Eigenfunktionen. DieLösungsbedingung 
für das implizite Eigenwenproblem (8) lautet 
det F[A(/l)) = 2F, (A)[F,'(A) - fj'(A») = O. 
Aus F, (A) = 0 erhalt man die Frequenzgleichung 
cosh A sin A - sinh A cos). = O. 
(9) 
(10) 
sie istaquivalent zur Frequenzgleichung (Ordie Anordnung 3 in TabeUe4 .1.Die ersten drei Eigenwerte 
lauten 
A; = 3.9266. A; = 7.0686. A; = 10.2102 . 
Aus F,' (A) - fj'().) = 0 folgt die Frequenzgleichung 
5in).=0 => Aj=jlf . j=I(1)- . 
(11) 
(12) 
Die Beziehungen (12) stimmen mit denen für Anordnung 1 in Tabelle 4.1 Oberein. Durch Einsetzen 
der beiden Eigenwertgruppen Ai. Ai in (8) ergeben sich die zugehörigen Eigenvektoren 
I I .. /J J [1] [ I] 9, =Kj ~I • 9, =K, (-:) . (13) 
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wobei ~ .• Nonnierungsfalctoren sind. Unter Beachtung der VorzeichenfesUegung für die Knoten-
verdrehungen erkennt man, daß zw erSien Eigenwcrtgruppe.t.j s y m met r i s ehe und zur 
zweiten Eigenwertgruppe .1.; an I i m etr i sc he Ei gen sc h w i n gun gsform e n geho-
ren. 
6. S ehr i t t: Berechnung der Eigenkreisfrequenzen und Eigenfunktionen. Die Eigenkreis-
frequenzen tq folgen mit (11) und (12) unmittelbar aus (4). 
wahrend die Eigenfunktionen q>ij (~,) dun:h RUCkwilrtSrechnung ermittelt werden müssen. Zunächst 
erolllt man dun:h Einsetzen von (1 3) in (6) die lokalen Verschiebungsgß)Ben Ili 
I I 
, , 0 
vlj =xj 0 Ulj=K j 0 • (_I)i 
0 0 
0 (_I)i 
(15) 
, , 0 • • 0 1I1j=Kj - I • 1I1 j =K, I 
0 0 
Gemäß (4.46) lassen sich die Eigenfunktionen q>ii (~i ) durch die Koeffizientenvektoren 
cii ~ Eij '(Ä'ii)u'i darstellen. Unter Verwendung von (4.29). (4.30) erblllt man nach einigen 
Umformungen 
0 0 
, 1(' l/sinhAi C~j =-.{2KJIJ 
0 
CI}:;; j 
0 
, 
0 
-1/sinAi 1 
(16) 
I 0 
, 1(' -COlA. C~j ={2Kj 0 ~j= j -I • 0 
cotAi (_I)i 
wobei Kr- Nonnierungsfaktorcn sind. Setzt man Xj = Kj = t. so ergeben sich gleiche modale 
Massen Mi für alle Eigenschwingungsfonnen. 
1 2 Ln 
Mi ~ L Mu ~ L I pAq>3 (~i )d~i ~pAL . j=I(I) .. . 
i _I i_I 0 
(17) 
Abschließend sollen die Eigenwerte nach der Finite-Elemente-Methode ben:chnet werden. Ersetzt 
man die Frequenzfunktionen F,. näherungsweisedurch (4.47). so folgtaus (8) dasexpliziteEigenwert-
problem 
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;;[1(OJ)1 
und die LOsungsbedingung (9) lautet 
F, (.t)[F, (,1,) - fj (,1, )J[F, (,1,) + fj (,1,» 
q =0, 
-[4 _...±...X· ][2 -..2...X.] [6-....!..- X.] = O. 
420 420 420 
Die Nliherungen X" 4, für die Eigenwerte und zugehörigen Eigenvektoren sind 
X; = 4,5270, X; = 3,3098. X; = 7,0872, 
(,1,;=3.9266. ,1,;=3.1416, ,1,;=6.2832), 
. -. .-. [ I ] [1] 4, = K, ~ 1 • 4, = K, : . 
(18) 
(\9) 
(20) 
(21) 
Manerkennt.daßdie FEM·Naherungdic Eigenwerte von oben her annähen. wobei relative Fehler bis 
zu 15..3% auftreten. während die EigenvelCioren mit den exakten Größen übereinstimmen. Mit der 
FEM können bei der hier gewähllen minimalen Knolcnzaht nur Approximationen für die ersten drei 
Eigenwerte und Eigenvektoren berechnet werden. entsprechend der Ordnung des expliziten Eigen. 
wertproblems. wllhrend die DEM auf exaktem Wege aUe GrOBen liefert. Dulth Erhöhung der 
Knotenzahl lassen sich mü der FEM auch Näherungen für die höheren Eigenwerte und -vektoren 
gewinnen. wobei die Eigenwerte slets von oben her angenahert und die Fehler mit zunehmender 
Knocenz.ahl kleiner werden. 0 
4.1.3 Modelle für kontinuierlich gebettete Balken 
Im Gegensatz zu MagnetsChwebefahrzeugen auf gesllindenen Fahrwegen ist bei 
Eisenbahnen auf gebetteten Gleisen die dynamische Wechselwirkung im allgemeinen 
schwach. Deshalb wird für fahrdynamische Untersuchungen im interessierenden 
Frequenzbereich bis etwa 50 Hz auch bei HochgeschwindigkeitszUgen bislang auf 
eine Bettachtung der Gesamtdynamik von Fahrzeug und elastischem Fahrweg ver· 
zichtet und von starren Gleisen ausgegangen. Für die Auslegung der Gleise und die 
UnterSUChung der ErschUuerungen im Boden. insbesondere aber für die Analyse 
hochfrequenter Vorgänge wie Körperschallausbreitung, Materialverschleiß, Riffel· 
bildung, Roll· und Kurvengeräusche ist die Fahrweg· bzw. Gleisdynamik von Bedeu· 
tung, Es wurden deshalb zahlreiche Modelle entwickelt, die den Fahrweg bestehend 
aus Schienen. Verbindungselementen zwischen Schienen und Schwellen. Schwellen. 
Schouerbett und Boden auf unterschiedliche Weise erfassen. Im folgenden soll das 
Tab. 4.3: Gleismodelle 
Bezeichnung Mechanisches Elsalzsyslem 
Gleisrost 
EI . pA 
• 
a) 
b) 
vt flll.rt·=-const. 
t-'''-oj IfaCoswl [1.11 
c) --,'!,!'--l 
r '. EI , 
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Mathematisches Modell und Dalen 
Dalen 
1 =4b=O.63m 
• für 2 Schienen EI = 1281 · 10' Nm'} 
pA = 120kg/m 
m = {100kg Holzschwellen 
300 kg Betonschwellen 
c =(4;'IO)·IO'N/m 
Elw"" + Tw" + pM! + ßw+ rw 
= 1(1) ö(x - vI) 
EfW" +(T + pv')w" - ß vw'-2pvW ' 
+ P rt; +ßMi + rw = 1(l)ö@ 
p=pA+m/l. ß=d/l . r=c/l 
Klassisches Modell 
Elw"" + p w + rw = 1(I)ö(x - VI) 
Erw'"" + J.l W + rw 
-p v' w" - 2p vw' = 1(I)ö(~) 
p=pA+m/l. r=c/l 
Elw"" + p(x)w + r(x)w = 10 ö(x - VI) 
p(x + I) = p(x)= p 0 + p, cos(21rx 11) 
rex + I) = y(x)= ro + r, cos(21rx 11) 
Po =pA+mll. 
ro = e /I. 
p,=1.8m/l 
r, = 1.8e /I 
klassische Modell ein e s une n d I ich I a n gen Bai k e n sau f 
el ast i sc her Be t tun g dargestellt werden. vgl. Tabelle 4.3b). Dieses Modell 
geht aufTimoshenko (1915) zurück, der Spannungen infolge einer unbewegten Kraft 
berechnete. Die dynamischen Wirkungen wandernder Lasten untersuchte Dörr (1943) 
für eine konstante Einzelkraft und Mathews (1958) für eine harmonisch zeit-
veränderliche Kraft. Inzwischen hat dieses Modell zahlreiche Erweiterungen erfah-
ren. Ausgangspunkt fur die Modellbildung ist der in Tabelle 4.3 dargestellte ebene 
Gleisrost, wobei infolge der vorausgesetzten Symmetrie die beiden Schienen zu 
einem Balken zusammengefaßt wurden. Verstetigt man die Schwellenmassen, 
Bettungsfedern und -dämpfer, vgl. Tabelle 4.3a). so erhält man unter Voraussetzung 
190 4 Fahrwegmodene 
der B ern 0 u 11 i - E u I e r s c h e n Bai k e n t h e 0 r i e die Bewegungs-
gleichung 
EI w .... (x,l) + Tw"(x, I) - J.lw(x, I) + ßw(x, I) + rw(x, I) 
= 1(I)ö(x- UI). (4.54) 
• 
Darin bezeichnen ( )' und () partielle Ableitungen nach der Orts- bzw. Zeit-
koordinate, EI und J.I Biegesteifigkeit bzw. Massenbelegung des Balkens sowie T die 
Längsdruckkraft auf den Balken; ß und r sind die auf die Längeneinheit bezogene 
viskose Dämpfung bzw. Steifigkeit der Bettung;ftl) ist die mit konstanter Geschwin-
digkeit U bewegte Kraft und ö die Dirac-Distribution. Geht man auf das mit der Kraft 
mitbewegte Koordinatensystem über, so erhält man durch die Transformation 
x = UI +~, U = const, aus (4.54) 
EIW'"'(~, I) + (T + J.lU2)W"(~, I) - ßUW'(~, I) - 2J.1uW'(~. I) 
+ J.lW(~, I) + ßW(~, 1)+ rW(~, I) = 1(I)ö(~) . (4.55) 
Die LÖSWlg von (4.55) erfolgt mit Methoden für fort s c h re i te n d eWe 11 e n, 
wobei die RandbedingWlgen im Unendlichen (Sommerfeldsche Ausstrahlbedingung) 
zu berücksichtigen sind. 
FÜfeine k 0 n S t a n te w an de r n d e K ra ft, 1=/0 = const, hängt das Lösungs-
verhalten wesentlich vom Geschwindigkeitsverhältnis JI ab. 
v= U:' Ug = ~~[,J4rEI(I-D2)-TI, D=2}PY, (4.56) 
wobei die kritische Geschwindigkeit UkT und der Dämpfungsgrad D der Bettung 
eingeführt wurden. Die k r i t i s c h e G e sc h w i n d i g k e i t beträgt {'Ur die in 
Tabelle 4.3 angegebenen realistischen Gleisdaten bei schwacher Dämpfung und 
verschwindender Balkenlängskraft (D « I, T = 0) UkT Q 1100 km / h bis 2050 km / h. 
Diese Wene liegen deutlich höher als die derzeit erreichbaren Fahrgeschwindigkeiten 
von HochgeschwindigkeitszUgen. Die kritische Geschwindigkeit kann aber durch 
große Längsdruckkräfte und Bettungsdämpfungen sowie durch mitschwingende 
Massen des Schotterbetts verriilgen werden. 
1m praxisrelevanten Fall u n t e r k r i t i s c her Fa h r g e S c h w i n d i g-
k e i te n mit JI < I bildet sich nach dem Abklingen der Einschwingvorgänge für 
1-+00 ein stationärer Wellenzug aus, der mit der Störung 10 mitläuft und deren 
Amplituden WO(~) exponentiell mit dem Abstand ~vonder Störungsstelle abklingen. 
Für D = 0, T = 0 ergibt sich ein symmetrisch zum Kraftangriffspunkt aufgebauter 
Wellenzug, 
loe-al{1 ( a ) wo(~) = ..[fEi cosß~ + ß sinßI~1 ' 
4a rEI 
a=,JI-v2 ~r/(4EI), ß=,JI+v2 ~r/(4EI). (4.57) 
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Die statischen Balkendurchsenkungen ws(~) erhält man aus (4.57) für v = O. Der 
Einfluß der Fahrgeschwindigkeit v auf die Balkendurchsenkungen wird deutlich. 
wenn man die dynamische Vergrößerungsfunktion cp. d.h. das 
Verh!Utnis der dynamischen zur statischen Balkenverschiebung am Kraftangriffs-
punkt betrachtet, 
wo(~ = 0) 1 
t'p= =, ws(~=O) .jl-v2 (D = O. T = 0) . (4.58) 
Mit den Gleisdaten von Tabelle 4.3 erhält man aus (4.58) für v = 400 km I h Werte 
cp'S. 1.071, d.h. im ungünstigsten Fall eine dynamische Überhöhung von nur etwa 7 % 
gegenüber der statischen Durchsenkung. Für D > 0 verschwindet die Symmetrie des 
Wellen zuges. wobei die maximale Balkendurchsenkung bei ~ < 0 auftritt 
Für übe r k r i t i s c h e F a h r g e s c h w i n d i g k e i te n mit v > 1 breiten 
sich Wellen mit konstanter Amplitude nach beiden Seiten von der Störungsstelle aus. 
dabei sind die Amplituden und Wellenlängen vor der Störungsstelle kleiner als hinter 
der Störungsstelle. Die dynamischen Vergrößerungsfunktionen cp sind in Abhängig-
keit vom GeschwindigkeilSverhälmis v und der Bettungsdämpfung D in Fig. 4.6 
dargestellt, sie wurden von Fryba [4.1) berechnet 
2 
0.1 
0.2 
D=O 2 3 
Fig. 4.6: 
Dynamische VergröBerungsfunktionen q> in Abhllngigkeit vom 
Geschwindigkeitsverhältnis v und der Bettungsdämpfung D(T = 0) 
Die G ü ted e r M 0 deli a n nah m e ein e r ver s t e t i g t e n B e t -
tun g läßt sich überprüfen. wenn man die Schwellenmasse und -bettung über der 
Breite b gleichmäßig verteilt annimmt und in eine Fourierreihe entwickelt. Berück-
sichtigt man nur den konstanten Term und die Grundharmonische der Reihe und 
vernachlässigt Dämpfungseinflüsse. so erh!Ut man eine sinusfOrmige Mas-
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senbelegung und Bettungssteifigkeit, vgl. Tabelle 4.3c). Dieses Modell läßt sich im 
eingeschwungenen Zustand durch eine Störungsrechnung mit den Ansatz 
w(~) = wo(~) + WJ (~) behandeln, wobei die Grundlösung Ilb(~) gemäß (4.57) ver-
wendet wird, vgl. Popp, Müller [4.9]. Es zeigt sich, daß die maximale Amplitude 
WJ (~ = 0) der ersten Näherung nur etwa 1/1000 der entsprechenden Amplitude der 
Grundlösung lI'o(~ = 0) beträgt. Die Größe WJ (~ = 0) ist zugleich die Amplitude der 
periodischen Schwankungen des Angriffspunktes der wandernden Kraft und maßge-
bend für die dynamischen Wechselwirkungen. 
Der Fall einer h arm 0 n i s c h z e i t ver ä n der I ich e n w a n der n den 
Kr a f t, f(t) = fo cOS{J)(, vgl. Tabelle 4.3b), wurde zuerst von Mathews [4.10], 
[4.11] untersucht. Das Lösungsverhalten hängt jetzt sowohl vom Geschwindigkeits-
verhältnis v als auch vom Frequenzverhältnis ,., ab 
,., = ;:, Wkr = ~ ; , (4.59) 
wobei sich bei der kritischen Kreisfrequenz Wkr für V = 0, D = 0 Resonanz ergibt. 
Für die in Tabelle 4.3 angegebenen Gleisdaten folgt als Resonanzfrequenz 
flr = Wir /2/r ~ 52 Hz. Mit wachsenden GeSChwindigkeiten 0 v I ergibt sich 
Resonanz bereits bei niedrigeren Frequenzverhälmissen, I ,., O. Die Lösungen 
lassen sich flir den dämpfungsfreien Fall im eingeschwungenen Zustand als Wellen-
züge der Fonn 
(4.60) 
darstellen. Im u n t e r k r i t i sc h e n Be re ic h, der nach Mathews [4.10] durch 
eine abfallende Kurve in der,." v-Ebene begrenzt ist, vgl. Fig.4.7 ,klingen ähnlich wie 
beim Modell mit konstanter wandernder Kraft die Amplituden des Wellenzuges nach 
beiden Seiten von der Störungsstelle exponentiell ab. Im überkritischen Bereich 
hingegen breiten sich Wellen mit konstanter Amplitude aus. Auf der Bereichsgrenze 
strebt die Lösung Wo(~, t) gegen Unendlich. 
~ 
I. o~ 
o. 8 
o. 
o. 4 
o. 2 
"- VslA8Il'IAIS. 
GRENZE 
(Dl'D , hDI 
I'-
"\ 
\ o 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 v 
Fig.4.7: 
Unlerkritischer Bereich in Abhängigkeit vom 
Geschwindigkeits- und Frequenzverhältni. 
.bzw. ry (D=O, T=O) 
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Das Vorgehen von Mathews wurde auf Tim 0 s h e n k 0 - Bai k e n verallgemei-
nert, vgl. Bogacz, Krzytynski, Popp [4.12). Dort liegen wesentlich kompliziertere 
Verhältnisse vor. Beispielsweise treten zwei kritische Geschwindigkeiten auf, die 
Scherwellen- und die Längswellengeschwindigkeit. Anstelle des einen Lösungs-
bereiches, der von Mathews untersucht wurde, ergeben sich 22 Bereiche und 8 
Grenzkurven in der ,.,. li-Ebene, mit qualitativ unterschiedlichem Lösungsverhalten. 
Die Lösung für den Bernoulli-Euler-Balken ist als Sonderfall in der Lösungs-
mannigfaltigkeit ftirden Timoshenko-Balkenenthalten. Allgemein zeigt sich, daß das 
Bernoulli-Euler-Balkenmodell im vorangehend beschriebenen unterkritischen Be-
reich hinreichend genaue Ergebnisse liefert, während es sich im überkritischen 
Bereich als unzureichend erweist. Die Kenntnis der Lösung für eine wandernde 
hannonische zeitveränderliche Einze1kraft bildet die Grundlage ftirdie Untersuchung 
ge k 0 p p e I t e r F a h r z e u g - F a h r weg - S Y s t e m e mit mehreren Kraft-
angriffspunkten. Im allgemeinen Fall stellt jeder Kraftangriffspunkt zugleich einen 
Sender und Empfänger ftir fortschreitende Wellen dar. Auf die dann resultierenden, 
sehr komplizierten Verhältnisse soll hier nicht eingegangen werden. 
4.2 Störmodelle für starre Fahrwege 
Fahrzeuge auf starren Fahrwegen können Störungen mit unterschiedlichen Ursachen 
erfahren. Man unterscheidet Ein z e I hin der n iss e in Form von Stufen (Schie-
nenstöße, Bordsteinkanten) oder Kuppen (Bodenwellen, Schlaglöcher), die mathe-
matisch durch Sprung- bzw. Stoßfunktionen beschrieben werden können und im 
wesentlichen Eigenschwingungen des Fahrzeugs anregen. Weitaus wichtiger sind die 
dauernd wirkenden Fa h r weg une ben h e i te n. die als Fremderregung auf 
die Fahrzeuge einwirken. Sie wurden früher sinusförmig angenommen und deter-
ministisch behandelt, während sie heute in ihrer Gesamtheit als regellos angesehen 
und mit Methoden der Stochastik untersucht werden. Obwohl sich die Fahrweg-
unebenheiten lokal hinreichend genau und reproduzierbar messen und somit auch 
deterministisch beschreiben lassen, interessiert nicht das lokale Geschehen, sondern 
es soll die Vielzahl der Unebenheiten in einem Straßen- oder Schienennetz global 
beschrieben werden. Hierzu eignen sich stochastische Prozesse als effiziente mathe-
matische Modelle; darauf wird im folgenden näher eingegangen. Die Fahrweg-
unebenheiten werden zunächst als Une ben h e i t s pro f i I in Abhängigkeit ei-
ner Onskoordinate beschrieben und dann über die Fahrgeschwindigkeit in den 
Zeitbereich transformiert. wo sie als s t 0 c h ast i s ehe r Er r e ger pro z e ß 
auf das Fahrzeug einwirken und Zufallsschwingungen hervorrufen. Die resultieren-
den Systemantworten werden später behandelt. 
Bei spurgebundenen Fahrzeugen liegen insgesamt vier Unebenheitsproflle vor, die 
anhand eines Eisenbahngleises näher beschrieben werden. Die Ergebnisse lassen sich 
unmittelbar auf geständerte Fahrwege für Magnetschwebebahnen sowie auf den 
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, '1)( Fig. 4.8: Gleiskoordinalen 
zur Kennzeichnung 
der SIOrprofile 
einfacheren Fall der Straßen unebenheiten mit nur zwei Störproftlen übertragen. Fig. 
4.8 zeigt einen Querschnitt durch ein Gleis mit den vom Inenialsystem I aus 
gemessenen Gleismittenkoordinaten YG. ZG. dem Quemeigungswinkel&:; « I und der 
Spurweite gG. die im Abstand h unterhalb der Laufflächen zwischen den Punkten SI, 
S, gemessen wird. Damit lassen sich die Koordinaten YI.,. Zu der Punkte SI., (Spur) 
bzw. Lu (Lauffläche) auf der linken und rechten Schiene (Index 1 bzw. r) angeben. 
YI=Yc-gG/2. Y,=YG+gc/2. (4.61) 
zl=zG-2/8G /2. z,=za+2/8c/2. (4.62) 
wobei 21 als Stützweite bezeichnet wird. Die Abweichungen A( . ) der einzelnen 
Koordinaten von ihren Nominalwenen werden als Stör- oder Unebenheitsprofile ,< . )(x) eingefühn und in Abhängigkeit der Längskoordinate x dargestellt. Übliche 
S t ö r pro f i I e f U r G lei s e sind: 
laterale Ausrichtung , , (x) - AYG(x) , (4.63) 
venikale Ausrichtung ,,(x) = LlzG(x). (4.64) 
Quemeigung 'sex) - 2/MG(x) • (4.65) 
Spurweitenänderung ,,(x) - Acc(x) . (4.66) 
Diese Störprofile sind einheitlich als Längen definien. Sie sind unkorrelien und 
erlauben unmittelbar die Berechnung der Abweichungen AYI.,. LlzI.r aus (4.61). 
(4.62). 
S t ö r pro f i I e für S t r a ß e n beziehen sich ausschließlich auf die venikalen 
Unebenheiten. Sie können entweder in der Form (4.64). (4.65) oder gemäß (4.62) 
beschrieben werden, wobei die beiden resultierenden Störprofile für parallele Fahr-
spuren im Gegensatz zu Gleisen korrelien sind. 
Die UnterSUChung der Störprofile ist seit langem Gegenstand der Forschung. Zahlrei-
che Messungen an Straßenprofilen. vgl. Mitschke [4.131. Braun [4.14). Voy (4.15), 
Bormann [4.16) sowie an Eisenbahngleisen. vgl. ORE [4.17); Helms. Strothmann 
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[4.18] und an Fahrwegen für Schwebefahrzcuge. vgl. Sussmann [4.19]; Snyder. 
Wormley [4.20] zeigen. daß die unterschiedlichen Störprofile einheitlich als 
• stationäre. normalveneilte. ergodische Zufallsprozesse 
beschrieben werden können. Bevor die Modellbildung für die einzelnen Störproftle 
erfolgt. sollen allgemein stochastische Prozesse behandelt und die vorgenannten 
Eigenschaften erläuten werden. vgl. dazu Crandall. Mark [4.21]; Newland [4.22]; 
Heinrich. Hennig [4.23J. 
4.2.1 Mathematische Beschreibung stochastischer Prozesse 
Wir betrachten einen bestimmten Fahrwegtyp. z.B. das Netz der Bundesautobahnen 
in Deutschland. und charakterisieren die Unebenheiten durch eine große Anzahl von 
Meßschrieben ,<r)(x). r = 1. 2 •...• die abschnittsweise aufgenommen und in einem 
Diagramm zusammengefaßt sind, vgl. Fig. 4.9a). Dabei beschreibt die unabhängige 
Variable x die Entfernung vom beliebig gewählten Stanpunkt des jeweiligen 
Meßabschnitts. Die Gesamtheitder Meßabschnitte soll das Autobahnnetz hinreichend 
gut repräsentieren. Die einzelnen Unebenheitsprofile unterscheiden sich voneinan-
der, ,<r)(x) ~ ,Is)(x) für r ~ s. Die Gesamtheit der Verläufe ,Ir)(x) bildet den 
stochastischen Prozeß ,(x) der Autobahnunebenheiten. Jeder einzelne Verlauf 
,Ir)(x) wird als Re a I i sie run g 0 der Mus t e r fun k ti 0 n des Prozesses 
bezeichnet Die Unebenheitswene 'j = '(Xj) ftir bestimmte Abstände x =Xj,j = 1,2, 
. .. , sind Z u fall s v ar i abi e, die statistisch ausgewenet werden können. So 
ergibt sich die W a h r sc he i n I ich k e i t S d ich t e oder 0 ich te fun k-
ti 0 n p(~j)' vgl. Fig. 4.9b), die Aussagen über die Wahrscheinlichkeit Pr erlaubt. 
bl 01 
~l ~Ixl 
b ____ _ 
~cd, ____ _ 
1-- ' 
" WENDE- , 
pl,,1 PUNklE 
_.L .... . 
Fig. 4.9: 
'\ ld 
/ ZUfAllSVARIAllU "-
tJ'" tlx,) ',='CI,) 
! 
" " 
Fahrwegunebenheiten als slocha-stischer Proze8. 
a) Realisierung ('" Ix) und Zufallsvariable !;,. 
b) WaJuscheinJichkeilSdichte p(!;, ) 
x 
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mit der die Fahrwegunebenheit l;j in einem bestimmten Intervall [a. bl liegt. 
b 
Pr(a S; 'i S; b) = J P('i )d'i' 0 S; Pr S; 1. 
• 
(4.67) 
Ußt man das Intervall über alle Grenzen wachsen. so ist der Wen l;j mit Sicherheit 
enthalten. d.h. Pr = I. 
-f p('j)d'j =1. (4.68) --
Die M 0 m e n t e der Wahrscheinlichkeitsdichte bezeichnet man als Erwanungs-
wene EI ·1; sie kennzeichnen die Zufallsvariablen. Die wichtigsten sind der 
Mit tel wert m,(xj). ein Moment erster Ordnung. und die Va r i a n z P,(Xj). 
oder das Sire u U n g s qua d rat (J~(X j). ein zentrales Moment zweiter Ord-
nung. Für j = I gilt 
- (4.69) ---
m,,(xI) = EI~(xI)1 E f ~ p('I)d'l. (4.70) --
Die Mittelung erfolgt dabei über das Ensemble der Musterfunktionen am festen On 
x = Xj' Die Mittelwen- oder Erwanungswenbildung EI ' I ist eine lineare Operation. 
wobei Eie 1 = c fUr c = const gilt Diese Eigenschaften wurden bei der Umformung 
in (4.71) verwendet Momeme erster und zweiter Ordnung sind von der Bestimmung 
des Massenmittelpunktes bzw. des Massenträgheitsmomemes her geläufig. Für den 
im Umgang mit Miuelwenen und Varianzen ungeübten Leser mag deshalb eine 
me C h an i sc h e An a log i e zur Veranschaulichung von (4.69) - (4.71) hilf-
reich sein. Nimmt man einen in '-Richtung unendlich ausgedehnten Stab mit der 
Massenbelegung p(O an. vgl. Fig. 4.9b). wobei die Gesamtmasse gemäß (4.68) auf 
Eins normien ist. so entspricht der Mittelwen (4.69) der Koordinate des Massen-
miuelpunktes. der quadratische Miuelwen (4.70) dem Massenträgheitsmoment des 
Stabes bezogen auf den Koordinatenursprung. und die Varianz (4.71) dem Massen-
trägheitsmoment bezogen auf den Massenmittelpunkt. Somit stellt die Beziehung 
(J~ = EI~ 1-m~ in (4.71) eine Analogie zum Satz von Steinerdar. Die beiden ersten 
Momente enthaften also wesentliche Informationen über die Veneilung der jeweils 
betrachteten Größe. hier der Masse bzw. der Wahrscheinlichkeit 
Betrachtet man zwei Zufallsvariable 'I = '(Xt) und '2 = '(X2) desselben sto-
chastischen Prozesses ,. so läßt sich aus der statistischen Verwandtschaft dieser 
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Größen Einsicht in den stochastischen Prozeß gewinnen. Man verwendet dazu die 
(Auto-) Kor r el a t ion R,(xt. X2) oder unter Verwendung der zentralen zweiten 
Momente die (Auto-) K 0 v a r i a n z P,(xt. X2), 
--
---.. 
P(Xt. xz) = EU'(Xt)-m,(Xt)]['(X2)-m'(X2))) 
= E{(XI)(X2)}- m,(XI)m'(X2). 
(4.72) 
(4.73) 
darin bedeutet p('t. (2) die Verbundwahrscheinlichkeitsdichte. Der Zusatz "Auto-" 
weist darauf hin, daß die beiden betrachteten Zufallsvariablen zum selben sto-
chastischen Prozeß gehören; während bei Zugehörigkeit zu unterschiedlichen Prozes-
sen der Zusatz "Kreuz-" verwendet wird. Für den Grenzfall gleicher Korrelationsorte 
Xt = X2 geht die Korrelation (4.72) in den quadratischen Mittelwert (4.70) und die 
Kovarianz (4.73) in die Varianz (4.71) über. 
Nach diesen Vorbereitungen sollen die Eigenschaften Stationarität, Normal- oder 
Gauss-Verteilung und Ergodizität erklärt und mathematisch beschrieben werden. 
Ein stochastiseher Prozeß heißt s tat ion ä r (oder homogen), wenn seine statisti-
schen Eigenschaften invariant gegenüber einer Verschiebung des Ursprungs der x-
Achse sind. Damit sind alle Wahrscheinlichkeitsdichten gleich. P('I) = p(I;z) = p(!;), 
und die Verbundwahrscheinlichkeitsdichle p(I;t. 1;2) ist nur vom Abstand ~ = 
XI - X2, der sogen. Korrelationsweite. abhängig. Als Konsequenz haben alle Zu-
fallsvariablen und somit der gesamte Prozeß ein und denselben Mittelwert bzw. 
quadratischen Mittelwert. Ein stationärer stochastischer Prozeß kann immer zentriert 
werden. so daß sein Mittelwert Null ist. Damit folgt für stationäre Prozesse aus (4.69) 
- (4.73), 
m,(x) = const = 0, (4.74) 
(4.75) 
(4.76) 
Bei zentrierten Prozessen sind Korrelation und Kovarianz identisch. Gemäß (4.75) 
betrachtet man die Korrelation in Abhängigkeit der Korrelationsweite ~ und spricht 
dann von der Kor r e I a t ion s fun k t ion. die den gesamten stochastischen 
Prozeß charakterisiert. 
Ein Prozeß heißt n 0 r mal v e rt eil t oder Gau ß s c her - Pro z e ß, wenn 
ftir jeden Parameterwert Xj die Zufallsvariable 'j = '(Xj) eine Dichtefunktion der 
Form 
(4.77) 
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mit mj = m,(Xj), aj = a,(xj), hat. Man erkennt, daß ein nonnalverteilter Prozeß 
eindeutig durch Mittelwert und Varianz, also durch die beiden ersten Momente. 
bestimmt ist. Die höheren Momente lassen sich auf diese beiden Größen zurückfüh-
ren. Bei stationären, normalverteilten Prozessen kann (4.77) mit (4.74) und (4.76) 
weiter vereinfacht werden. Der Graph der Dichtefunktion (4.77) hat die Gestalt der 
bekannten Gaußschen Glockenkurve, vgl. Fig. 4.9b). Sie weist das Maximum 
Prnax = 1/ (aj ..[2ii) bei ~ = mj auf und verläuft symmetrisch bezüglich ~ = mj mit 
Wendepunkten bei Ci = mj ± CTj = (w, wobei p«(w) = Prnax /...Je gilt. Kleine Streu-
ungswerte CTj bedeuten, daß die Zufallsgröße beim Mittelwert mj konzentriert ist. Aus 
(4.67) läßt sich die Wahrscheinlichkeit berechnen. mit der die normalverteilte Zu-
fallsvariable ~ in einem Bereich der Breite 2k aj, k = I, 2, ... , um den Mittelwert mj 
liegt. Man bezeichnet diese Bereiche als Vertrauensintervalle oder ka-Grenzen, 
k=I,2, ... : 
k = 1: 
k = 2: 
k = 3: 
k = 4: 
Pr(m - a ~ ( ~ m + a) = Pr~( - ml ~ a) = 0,6827 , 
Pr~( -mi ~ 2a) = 0,9545, 
Prd( -mi ~ 3a) = 0,9973, 
Prq( -mi ~ 4a) = 0,99994, 
(4.78) 
dabei wurde der Index j der Kürze halber weggelassen. Die Wahrscheinlichkeit, daß 
eine normal verteilte Zufallsvariable außerhalb der 2a-Grenze liegt, beträgt demnach 
nur Pr = 0,0455 :: 4,55 %. 
Ein stationärer stochastischer Prozeß heißt erg 0 dis c h. wenn sich die Erwar-
tungswerte der Zufallsvariablen (j = (Xj) als Mittelwerte über die Koordinate 
x (bzw. t) einer hinreichend langen Realisierung oder Musterfunktion (r)(x) gewin-
nen lassen, wenn also gilt 
• Ensemblemittel gleich Weg- (bzw. Zeit-) Mittel. 
Damit folgt 
1 X m, = tim - I «T)(x)dx, 
x .... - 2X -x 
R,(~) = lim ..!.. j «r) (x) «r) (x - ~)dx , 
x .... - 2X -x 
1 x 
m,2 = R,(~ = 0) = lim - I [«r)(x)]2dx, 
x .... - 2X -x 
(4.79) 
(4.80) 
(4.81) 
1 x = lim - I [(r)(x)-m,][(r)(x-~)-m,]dx. 
x .... - 2X -x 
(4.82) 
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1 X C1~ = P~(~ = 0) = lim - f [(r)(x)-m~]2dx. (4.83) 
X-+- 2X -x 
Ob ein Prozeß ergodisch ist, läßt sich oft nur schwer entscheiden. Im vorliegenden Fall 
der Fahrwegunebenheiten ist die Ergodizität plausibel, wenn man die Entstehung von 
Fig. 4.9 bedenkt: Hinsichtlich des Informationsgehaltes ist es gleichgültig, ob man 
einen einzigen, sehr langen Meßschrieb des Störprofils z.B. des Autobahnnetzes 
analysiert, oder ob man diesen Meßschrieb stückelt und das Ensemble der Abschnitte 
statistisch auswertet Allerdings ist der Aufwand für die Weg (bzw. Zeit-) Mittelung 
im allgemeinen geringer als für die Ensemblemittelung. In der Praxis liegt jedoch 
weder ein unendlich großes Ensemble noch eine unendlich lange Musterfunktion des 
Prozesses vor, so daß auf beiden Wegen nur Näherungen für die Erwartungswerte 
gefunden werden können. 
Im folgenden wird stets von zen tri e r t e n Pro z e s sen mit Mittelwert m, = 0 ausgegangen, so daß kein Unterschied zwischen quadratischem Mittelwert 
und Varianz oder Korrelations- und Kovarianzfunktion besteht. 
In technischen Anwendungen werden stationäre Prozesse häufig durch ihre spektrale 
Leistungsdichte oder kurz S pe k t r a I d ich te S,(.Q) charakterisiert, die man aus 
der Korrelationsfunktion R,(~) durch eine F 0 ur i e r t r ans f 0 r m a t ion ge-
winnt, 
(4.84) 
00 
= f S,(.Q)ei!l~ d.Q, (4.85) 
-00 
-m, = 0: P, = C1~ = R,(~ = 0) = f S,(.Q)d.Q. (4.86) 
-oo 
Darin ist.Q eine Wegkreisfrequenz,dieüber.Q = 2n / A. = 2nF mit der Wellenlänge 
A. bzw. der Wegfrequenz F verknüpft ist und üblicherweise die Einheit rad / m hat. 
Das Gleichungspaar (4.84), (4.85) wird als Wiener-Chintschin-Relation bezeichnet, 
wobei der Vorfaktor 1/2n in der Literatur auch Gleichung (4.85) zugeordnet oder in 
der Form 1/.J2ii beiden Gleichungen zugeteilt wird. Der Vorteil der hier gewählten 
Form der Fouriertransformation zeigt sich in (4.86), wonach die Varianz direkt als 
spektrale Leistung folgt. Der stochastische Prozeß der Fahrwegunebenheiten läßt sich 
also gleichwertig mit Hilfe der Korrelationsfunktion R(~) im Weg-Bereich oder mit 
der Spektraldichte S(.Q) im Frequenzbereich charakterisieren. Die Varianz ergibt sich 
gemäß (4.86) aus R,(~) für ~ = 0 oder als Integral über die den einzelnen Frequenzen 
.Qzugeordneten Varianzanteile S,(.Q)d.Q. Ein solcher Anteil kann auch interpretiert 
werden als Varianz des Prozesses nach Durchgang durch ein Schmalbandfllter der 
Bandbreite d.Q. Beide Funktionen sind gerade, 
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(4.87) 
dies erleichtert die Auswertung der Integrale in (4.80). (4.84) - (4.86) und hat zur 
Einführung der ein sei ti gen S pe k tr al die h te cJ>{(.Q) mit nicht-
negativen Kreisfrequenzen geführt 
{
2S(.Q) .Q ~ 0 
cJ>,(n) = für 
o n<o 
(4.88) 
Entsprechend bezeichnet man Sen) als zweiseitige Spektraldichte. Tabelle 4.4 zeigt 
einige häufig vorkommende Korrelationsfunktionen R(~) und die zugehörigen ein-
seitigen Spektraldichten cJ>(.Q). 
Bisher wurde nur ein skalarer stochastischer Prozeß betrachtet Untersucht man zwei 
skalare stochastische Prozesse. beispielsweise die Störprofile (t,r für die linke und 
rechte Fahrspur eines Automobils. so muß man zwischen Auto- und Kreuzkorre-
lationsfunktionen und den entsprechenden Spektren unterscheiden. Dies gelingt 
durch Doppelindizierung der • .Kreuz" -Funktionen. deren Fourienransformationspaar 
analog zu (4.84). (4.85) aufgebaut ist. 
(4.89) 
00 
Rtr(~) = f Slr(.Q)e;n~d.Q. (4.90) --
Die Kreuzspektraldichte ist im allgemeinen komplexwertig. Es gelten die Symmetrie-
beziehungen 
(4.91) 
Als Maß für die Korrelation zwischen zwei Prozessen kann man die K 0 h ä ren z-
fun k t ion ren) verwenden. 
r2(.Q) = IStr(.Q)1
2 
0 S r SI. 
St(.Q)Sr (.Q) • 
(4.92) 
Für r == 0 sind die beiden Prozesse. z.B. die Störproflle der linken und rechten 
Fahrspur vollständig unkorreliert, und für r == I entsprechend vollständig korreliert. 
Die Korrelation ist im allgemeinen frequenzabhängig, wie (4.92) zeigt. 
Treten n skalare stochastische Prozesse (v • v = 1(l)n. auf. so faßt man sie zweckmäßig 
zu einem n x I-V e k tor pro z e ß , zusammen. An die Stelle des Mittelwertes m{ 
trittdanndernx I-M i t tel wer t v e k tor m,. und die Varianz P, wird durch die 
n x n-K 0 v ar i an z m a tri x P, ersetzt, vgl. MUller. Schiehlen [4.24), 
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Tab. 4.4: KorrelationsfunktionenR({)undzugehörigeeinseilige Spekltaldichlen 4>(a) (a1leaufue-
lenden Konstanten sind positiv) 
Nr. Korrelationsfunktion 
I 
u 
ßI 
IV 
v 
VI 
VII 
VIII 
IX 
x 
-R(~)= I 4>(mcosa~dn 
o 
a' e-a!e! (cosP ~ - !!SinPI~I) 
P 
a' e-a!el (cosP ~ + %sinPI~I) 
a' e-aC ' cosp ~ 
a'cosp~ 
Einseitige Spekltaldichle 
2-
4>(lJ)=- J R@cosa~d~ 
><0 
2aa' I 
tr n2 + a2 
2aa' a' + a' + P' 
1< (a' - a' - P')' +4a' a' 
4aa' a' 
1< (a' - a' - P')' + 4a' a' 
4aa' a' + P' 
" (a' - a' - ß')' + 4a' n' 
2ap(a+ß)a' I 
" (a' + a')(a' + P') 
a' __ 0' 
-;==e 4a 
..J "a 
a' [_ (a·ß~ _ (a-ß~ ] 
e 4a + e 4a 
..J4"a 
a'/i(a-ß) 
Weißes Rauschen 
I 
-q. 
" 
Bandbegrenzles weißes Rauschen 
für osaSa 
XI 
sonst 
Idealer Bandpass 
2 sina~ 12 ·cosPS 
q. ><~ XII 
a a für osp--sasp+-
2 2 
sonst 
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m,(x) = EI( (X») • 
P,(x) = E{[( (X) - m,(x))[( (X) - m,(x)Jf) = p! (x) . (4.93) 
Die Varianzen der Einzelprozesse treten als Diagonalelemente der Matrix P, auf. Man 
erkenntdie große Bedeutung. die den Varianzen bei den hier betrachteten stationären. 
nonnalverteilten und ergodischen Prozessen zukommt. Sie lassen sich auf unter-
schiedliche Weise interpretieren. als: 
• zentrales Moment zweiter Ordnung von Zufallsvariablen. vgl. (4.71). (4.93); 
• quadratischer Mittelwert zentrierter Musterfunktionen. vgl. (4.83); 
• spektrale Leistung des zentrierten Prozesses. vgl. (4.86); 
• Quadrat der Streuung der Wahrscheinlichkeitsdichte und damit bestimmend für 
die Fonn der Nonnalverteilung (4.77) und die Größe der Vertrauensintervalle 
(4.78). 
Beispiel4.2 We i 8e s und Ca r b i ge s Rau sc h e n. FUrdie in Tabelle 4.4 unterNr. X. I 
und IV aufgemhnen Korrelationsfunktionen ist die Spcktraldichte herzuleiten und zu interpretieren. 
LOs u n g: Zunltchst wild die Fourienransformation fUrdie einseitige Spcktraldichte <1>(D) ange-
geben. Verwendet man in (4.84). (4.85) die Eulersche Formel e··al = cosD ~ ± i sinD ~ und spaltet 
den Integrationsbereich in zwei Teilbereiche auf. so folgt z.B. (Ur die Transfonnalion (4.84) 
S(D)=~[ I R(~)(cosD~-iSinD~)d~+i R(~)(COSD~ - iSinD~)d~] . (I) 
ZK - _ 0 
FUhrt man am erst«;!l Teilintegral die Variablcntransformation ~ = - ~ durch und berücksichtigt 
R(~)= R(- ~)= R(~) gemäß (4.87). soerbält man 
2S(D)= ~[i R(~)(oosD~ +isinD~)d~ + i R@(cosD~ -iSinD~)d~]. (Z) 
K 0 0 
Zusammengefaßt folgt mit ZS(D) = <1>(D) 
Z-
<1>(D)=- J R(~)oosD~d~ . (3) 
Ko 
Auf gleiche Weisc ergibt sich die Rücktransformation 
-R(~)= J <1>(D)oosD~dD. (4) 
o 
Setzt man nun in (3) die vorgenannten Korrelationsfunktionen aus Tab. 4.4 ein, soerhä.lt man folgende 
Ergebnisse. die in Fig. 4.10 graphisch veranschaulicht sind: 
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1) R@= q. c5@: (X) 
Die Auswertung von (3) ergibt 
(5) 
Bei der Lösung des Integrals in (5) ist zu beachten. daß die SprungsteIle der Dirae-Distribution mit der 
unteren Grenze des Integrals zusammenfällt. damit wird nicht der ganze. sondern nur der halbe Wert 
des Integranden an der Sprungstelle ausgeblendet. Zum selben Elgebois gelangt man auch unter 
Verwendung der Transformationsbeziehung (4.84), wobei S(D) = t1>(D) /2 zu setzen ist. Ein 
stochastischer Prozeß der Form (X), der für ~ ,. 0 völlig unkorreliert ist, hat also für alle Frequenzen 
gleiche Spcktra1dichten. Man bezeichnet einen solchen Prozeß als we i ß e s Rau sc h e n w(x), 
weiler ähnlich wie weißes Licht Spcktra1anteüe jeder Frequenz entMlt. Weißes Rauschen weisteine 
unendlich große Varianz auf, 
-1'. = a; = R.(~ = 0) = J t1>(D)dD = - . (6) 
o 
Daraus erkennt man, daß ein solcher Prozeß eine mathematische Idealisierung darstellt und in der 
Natur nicht vorkommt. Gleichwohl ist er als Grenzfall realer Prozesse nützlich und wird häufig 
angewendet. Stationäres. normalvcrteille5 weißes Rauschen ist durch den Mittelwert mw = 0 und die 
Intensität q. gekennzeichnet_ man schreibt dafür kurz 
w(x) - N(O. qw)' (7) 
2) R(~) = a'e-aill. a > 0: (I) 
Die Lösung erfolgt durch Auswertung von (3), 
Die Auswertung ist hier sehreinfach, da I~I = ~ rur ~ ~ 0 gilt und die Stammfunktion an der oberen 
Grenze verschwindet. Es ergibt sich ein fa r b i ger R. u s eh pro z e ß mitdermaximalenSpck-
tra1dichte t1>~ = 2a' bei der Kreisfrequenz D = 0 und dem asymptotischen Verhalten t1> _ I/ D' 
rra 
für n -} DO. Die Varianz 0'2 = R(~ = 0) ist endlich; die Korrelation nimmt mit wachsender 
KOlTclationsweile ~ monolon ab. Aus Fig. 4.10 erkennt man deutlich die Unterschiede zum weißen 
Rauschen. 
3) R(~)= a'e-al(l(cosß~ + iSinßI~I), a> 0: (IV) 
Die Lösung erfolgt analog zu 2) unter Verwendung trigonometrischer Umformungen für Produkte 
harmonischerFunktionen. 
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2a' - a 
eP(n) =- J e-W:(cClSß~+-sinß~)oosD~d~ 
" • ß 
2a' - I 
= - J te- o,! -tcos(ß + n)~ + oos(ß - n)~) 
" • 2 
+ e-o,! 2~ [sin(ß + n)~ + sin(ß - D)~lId~ 
= a' {e-w: [ I (-aoos(ß + n)~ + (ß + D)sin(ß + n)~) 
" a' +(ß+D)' 
+ ,~ , (-acClS(ß-Sll~ +(ß-n)sin(ß-D)~) 
a + -D) 
+ ß ,~ , (-asin(ß + D)~ - (ß + Sllcos(ß + n)~) 
(a + +Sll) 
+ß ,a , (-asin(ß - n)~-(ß-n)cClS(ß-n)~)]}I--
(a +(ß-Sll) 1_. 
a' [a a 
=--;; a' +(ß+D)' + a' +(ß-D)' 
a( ß+D ß-D)] 
+ ß a' + (ß + n)' + a' + (ß - D)' 
-,4::a::a_' a' + ß' eP(n) =-
" N 
(9) 
Darin kann der Nenner N auf unterschiedliche Weise dargestellt werden. 
N =[a' +(ß+D)'J[a' +(ß-n)') 
= (D' - a' - ß')' + 4a' D' = (D' + a' - ß')' + 4a' ß' . (10) 
Es ergibt sich wieder ein fa r b i ger Rau sc h pro z e 8 mit der maximalen Spektraldichte 
4'»lMl ' 
aa' 
" 
aa' 
" 
a' +ß' 
a'ß' 
4 
a' +ß' 
bei 
fl=~ ß' - a' ß~a 
für (11) 
fl=O ßs.a 
und dem asymptotischen Verhalten eP -lI D ' für D -+ _. Die Varianz a' = R(~ = 0) ist endlich; 
mit wachsender Korrelationsweile ~ SChwingt die Korrelation auf den Wert Null ein. (J 
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Bezeichnung Korrelationsfunktion R(~) Spektraldichte 4>(w) 
(doppellog. aufgetragen) 
R 
<I> 
Weisses 
Rauschen 
~ 
1 
n 
R =qw' S(~) 4>=_·qw Ir 
R4 <I> 
Farbiges ~ I~ Rauschen I n g 
4>= 
2aa2 I 
R = a2e-al~1 a 2+122 Ir 
<I> 
R' 
\ 
Farbiges 
\ 
\ ,.... /"'-Rauschen IV V V g 
4a a2 
n 
4>= R = a 2e -al ~I Ir 
(cosß ~ + ; sinß I~I) a 2 +ß2 . 
(a2 - ß2 + 122)2 + 4a2ß2 
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4.2.2 Modelle für Unebenheitsprofile 
Bei der Auswertung und Aufbereitung der zahlreichen Meßdaten über Fahrwegun-
ebenheiten zeichnet sich eine Tendenz zur Standardisierung ab. Ein einfaches und 
häufig verwendetes Modell für Straßenunebenheiten lautet. vgl. Mitschke [4.13), Voy 
[4.15), 
(4.94) 
wobei der Frequenzbereich beschränkt ist. Darin bezeichnet Do[rad/m) eine 
Bezugswegkreisfrequenz; <Po = <t>,(Do)[m 2 I (rad I m») gibt als Une ben-
h e i t s g rad an, ob die Straße gut oder schlecht ist. und die Weil i g k e i twist 
ein Maß dafür, ob die Straße hauptsächlich lange Wellen (w groß) oder auch kurze 
Wellen (w klein) mitnennenswerten Spekttaldichten enthält, wobei für die Wellenlän-
geA. = 2rrl D gilL Die Welligkeit bewegt sich bei Straßen im Bereich 1.75 S wS2,25 
mit einem Mittelwert w ~ 2. Wendet man das Modell (4.94) auf Schie-
nenunebenheiten an. so ergibt sich im oberen Frequenzbereich als Millelwert der 
Welligkeit w ~ 4. GI. (4.94) wird in der üblichen graphischen Darstellung in einem 
n. 4>-Diagrarnm mit doppelt-logarithmischer Skalierung durch abfallende Geraden 
(Steigung -w) gekennzeichnet, vgl. Fig. 4.lla). 
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Fig. 4.11: Einrache Fahrwegmodelle miL groben Wenen rür die Unebenheitsmaße 
4'>0" 4'>(Do).Do" Irnd Im. 
a) Modell (4.94) rür Straßenunebenheiten miL w " 2, 
b) Modell (4.95) rür laterale und vertikale Ausrichtung von Schienen mit w, "2, W, = 4 
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Ein ähnliches, etwas komplizieneres Modell wird sowohl für Straßen- als auch 
Schienenunebenheiten angewendet, vgl. Dodds, Robson [4.25], Garg, Dukkipati 
[4.26], 
(4.95) 
wobei unterschiedliche Welligkeiten Wb W2, w] < Wl, in den beiden Frequenz-
bereichen auftreten, vgl. Fig. 4.11 b). Bei Schienenfahrwegen findet (4.95) für alle vier 
Störprofile Verwendung. 
Die Modelle (4.94), (4.95) stellen Approximationen an gemessene Spektraldichten im 
Frequenzbereich 0< [2 I S [2 s [2 u< 00 dar. In beiden Modellen würde der Grenz-
übergang [2 -+ 0 unendliche Spektraldichten, <1>{ -+ 00, und damit auch unendliche 
Varianzen, p{ -+ 00, zur Folge haben. Um diesen unrealistischen Sachverhalt zu 
vermeiden, wurden bessere Unebenheitsmodelle vorgeschlagen, die im gesamten Fre-
quenzbereich gelten, 
I: <1>{,([2) 
2aO'2 I 
(4.96) - a 2 +[22 ' Tr 
OS[2<oo, 
11: <1>'0 (!2) 
2aO'2 [22 +a2 +ß2 
(4.97) - ([22 _ a 2 _ ß2)2 + 4a2 [22 ' Tr 
mit positiven Konstanten a, ß und 0'2. Zu diesen Spektraldichten können nun die 
entsprechenden Korrelationsfunktionen berechnet werden. Formt man (4.85) für 
einseitige Spektren <1>,(D) um, so ergibt sich 
-R,@ = f <1>,([2) cos[2~d!2 . 
o 
Setzt man (4.96), (4.97) in (4.98) ein, so folgt, vgl. auch Tab. 4.4, 
I: R" (~) = O'2e- al~I, 
11: R,o (~) = 0'2 e-al~1 cosß~ , 
(4.98) 
(4.99) 
(4.100) 
wobei 0'2 = R{(~ = 0) die endliche Varianz der Fahrwegunebenheiten bezeichnet. 
Die Spektren (4.96), (4.97) verlaufen für [2 -+ 00 gemäß <1> -1/ [22, sie approxi-
mieren somit gemessene Straßenspektren. Als Schienenspektren eignen sich die 
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Modelle IV - VI in Tab. 4.4. Angaben über zugehörige Parameter finden sich z.B. bei 
Garg. Dukkipati [4.26). 
4.2.3 Modelle für Fahrzeug-Erregerprozesse 
Aus den angegebenen Modellen für die Fahrwegunebenheiten ,(x) lassen sich ent-
sprechende Modelle für die Fahrzeugerregung '(I) in Abhängigkeit der Zeit I her-
leiten. wobei dauernder Fahrwegkontakt vorausgesetzt und zunächst nur ein Kontakt-
punkt betrachtet wird. Die T r ans f 0 r m a t ion vom Weg - i n den 
Z e i t b e r eie h ,(x) -+ '(I) geschieht über die Fahrgeschwindigkeit V(I) des 
Fahrzeuges. 
, 
dx(l) = v(l)dl. X(I) = X(IO) + J v(r)dr. (4.101) 
'0 
FUr zeitveränderliche Fahrgeschwindigkeiten V(I) ergeben sich aus den stationären 
stochastischen Unebenheitsprozessen im Wegbereich ins tat ion ä r e Fa h r-
z eu g - E r r e ger pro z e s seim Zeitbereich, vgl. Ritl [4.27), Czerny [4.28) . 
Darauf 5011 hier nicht eingegangen werden. Es wird durchweg eine konstante Fahr-
geschwindigkeit v = const vorausgesetzt. womit s tat ion ä re F a h r z e u g-
E r r e ger pro z e s s e resultieren. Setzt man 10 = 0 und X(lo) = o. so folgt aus 
(4.101) 
X(I) = VI. ~ = vr, ClJ = v.o. V = const . (4.102) 
Darin bezeichnet r die der Korrelationsweite entsprechende Zeitdifferenz und 
w[rad I s) die Zeitkreisfrequenz. Da die Varianzen R,(O) der Fahrwegunebenheiten 
,(x) und Fahrzeugerregung '(I) gleich sein mUssen. ergibt sich aus (4.98) die 
Beziehung tP,(ClJ)dClJ = tP,(.o)d.o. woraus mit (4. 102) die einseitige Spektraldichte 
tP,(ClJ) [m2 I (rad I s») der Fahrzeugerregung folgt. 
tP,(w) = ~ tP,(.o = :). (4.103) 
Aus dem Unebenheitsmodell (4.94) ergibt sich beispielsweise mit der Durchschnitts-
welligkeit w = 2 für Straßen 
- 1- vno -.00 ( )2 ()2 tP,(ClJ) = ; tPo ---;;;- = V tPo W (4.104) 
Bisher wurde ausschließlich der stochastische Prozeß '(I) der Verschiebung des 
Fahrzeuges betrachtet Man kann jedoch ebenso auf die a b gel e i t e t e n P r 0-
z e s S e (I) und (I) der Erregungsgeschwindigkeit bzw. der Erregungsbe-
schleunigung übergeben. Für die entsprechenden SpektraIdichten gilt dann. vgl. z.B. 
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Newland [4.22], 
t1>,(w) = W2 t1>,(w) , t1>{(w) = W4 t1>,(w) . (4.105) 
Wendet man (4.105) auf das Beispiel (4.104) an, so erhält man für die Erregungs-
geschwindigkeit '(I) einen weißen Rauschprozeß mit der Spektraldichte 
<il,(w) = w2 V 4>0 (':: r = V 4>0!16 = conSl 
Die zugehörige Korrelationsfunktion lautet, 
R,(1') = q,o(1') , q, = 1tV4>o.a6, 
(4.106) 
(4.107) 
wobei q . die Rauschintensität und 0(1') die Dirac-Distribution bezeichnen. Auf 
gleiche Weise erhält man aus dem ModelI (4.94) mit der für Schienen charakteristi-
schen Welligkeit w = 4 einen weißen Rauschprozeß für die Erregungsbeschleunigung 
~(I), 
(4.108) 
(4. \09) 
Die w eiß e n Rau sc h pro z e s se weisen eine unendlich große Varianz auf 
und sind damit unrealistisch. Andererseits läßt sich ftir eine Fahrzeugerregung der 
Form (4.\06) - (4. \09) der Aufwand zur Berechnung der stochastischen Fahrzeug-
schwingungen beträchtlich reduzieren, so daß das weiße Geschwindigkeitsrauschen 
bei Straßenfahrzeugen bzw. das weiße Beschleunigungsrauschen bei Schienen-
fahrzeugen als technische Näherungen durchaus von Bedeutung sind. 
Bessere Modelle ftirdie Fahrzeugerregung ~(I) basieren auf (4.96) und (4.97). Diese 
Modelle stellen norma1veneilte, stationäre fa r b i geR aus c h pro z e s s e dar. 
Sie lassen sich als Lösung eines linearen zeitinvarianten Differentialgleichungs-
systems (DGLS) erzeugen, dessen Erregung durch weißes Rauschen »(t) gegeben ist. 
EINGANG (URSACHE) FORM FIlTER 
WEISSES y(t) =Ey(t) · ~w(t) 
_:.::.RA;;:.U""SC",H",E N~-+f ReX ( E ) < O. w (t Ho. Q w ) 
w(t) ~(t) =~Ty(t) . t--
Fig. 4.12: Veranschaulichung der WiIkung eines Fonnfillers 
AUSGANG (WIRKUNG) 
FARBIGES 
RAUSCHEN 
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Durch das DGLS wird - anschaulich gesprochen - die Fonn der Korrelationsfunktion 
der Erregung geändert, man nennt es deshalb F 0 r m f i I te r, vgl. Fig. 4.12. 
Allgemein gilt, wenn Gaußsche Prozesse auf ein lineares. zeitinvariantes DGLS 
einwirken, daß die Eigenschaften Stationarität. Nonnalverteilung und Ergodizität 
vom Eingangs- auf den Ausgangsprozeß übertragen werden. Die Forrnfilterglei-
chungen lauten 
~(t) = h Tv (t) • 
Ii (t) = Fv (t) + gw(t). ReÄ(F) < O. w(t) - N(O. qw). 
(4.110) 
(4.111) 
Im eingeschwungenen Zustand ergibt sich der farbige Rauschprozeß ~(t) durch 
Überlagerung der Zustandsgrößen tt(t). i = 1 (1 )m. die zum mx l-Zustandsvektor v(t) 
zusammengefaßt sind, vgl. (4.110). Der Zustandsvektor v genügt dem DGLS (4.111) 
mit asymptotisch stabiler Systemmatrix F, wobei die Erregung durch weißes Rau-
schen w(t) (Mittelwert O. Intensität qw) erfolgt. Die Größen F.g und h charakterisieren 
das Forrnfilter vollständig; für die Modelle (4.96), (4.97) bzw. (4.99), (4.100) lauten 
diese Größen, 
(4.112) 
(4.113) 
Da einige der aus den Modellparametern zu bestimmenden Forrnfiltergrößen 
multiplikativ miteinander verknüpft sind, bestehen Wahlmöglichkeiten. Setzt man 
z.B. g = I, so folgt für beide Forrnfilter die Erregerrauschintensität zu qw = 2a vcr2 . 
Man erkennt, daß die Intensität der Fahrzeugerregung proportional zur Fahr-
geschwindigkeit v anwächst 
Im allgemeinen wird man versuchen, die Formfiltergrößen nicht aus analytischen 
Approximationen, sondern direkt aus gemessenen Spektraldichteverläufen 4J, (.Q) zu 
bestimmen, wobei jedoch die Ordnung m des Filters vorzugeben ist. Für m = 2 wird 
das Vorgeben in Müller, Popp, Schiehlen [4.29) ausführlich beschrieben. 
Bei allen vorstehenden Modellen für Fahrzeugerregungen wurde nur ein einziger 
Fahrwegberührpunkt angenommen, somit ergaben sich stets skalare stochastische 
Erregerprozesse. Reale mehrachsige Fahrzeuge weisen jedoch m ehr fa ehe n 
K 0 n t akt mit dem Fahrweg auf. Bei i = 1(1)q Achsen und k = l(1)s Fahrspuren 
erhält man q . s Kontaktpunkte mit entsprechend vielen skalaren Erregerprozessen. die 
man zum (q. s) X I-Vektorprozeß ( der Fahrwegerregungen zusanunenfaßt. 
Liegen die K 0 n t akt p unk t ein ein e r F a h r s pur, so lassen sich die 
zugehörigen Erregerprozesse ~i(t), i = l(l)q, aus dem Prozeß ~l (t) == ~(t) des vor-
dersten Kontaktpunktes durch die Zeitverschiebungen tj gewinnen. 
';(t) : W - t;) , /; tj = - ~ 
V 
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o : tl < t2 < ... < tq , i: 1(1)q , 
wobei /; den Abstand zwischen der vordersten und der i-ten Achse beschreibt und V 
die konstante Fahrgeschwindigkeit ist. Weitere Einzelheiten fmdet man in Müller, 
Popp [4.30). 
Bei par a I I eie n F a h r s pur e n ist gegebenenfalls deren statistische Abhän-
gigkeit zu berücksichtigen. Für Straßen unebenheiten finden sich Korrelations-
messungen bei Bormann [4.16), die Rill [4.27) in ein Forrnfilter umgesetzt und bei der 
Analyse berücksichtigt hat. 
Ein typischer Vektorprozeß rur die Erregung eines vierrädrigen Fahrzeuges lautet 
(v ;: vom, h ;: hinten, / .:. links, r ;: rechts), 
"U(t) ,,(t) 
((t,T): 
',u(t) ',(tl /2 (4.I15) - T=/2 :-, 
"h(t) ,,(t-T) V 
"h(t) ',(t - T) 
wobei die Totzeit Taus dem Achsabstand /2 und der konstanten Fahrgeschwindigkeit 
V folgt. 
5 Modelle für Fahrzeug-Fahrweg-Systeme 
Für die Modellbildung sind die landgestUtzten Fahrzeugsysteme gemäß Fig. 1.1 in die 
Teilsysteme Fahrzeug, Trag- und Führsystem und Fahrweg zerlegt worden. Diese in 
Kapitel 2 - 4 ausftihrlich betrachteten Teilsysteme werden nun zum mathematischen 
Modell des Gesamtsystems zusammengeftigt. Damit kommt die Modellbildung des 
Fahrzeugsystems zum Abschluß. 
5.1 Zustandsgleichungen der Teilsysteme 
Das dynamische Verhalten der Teilsysteme läßt sich einheitlich durch Zustands-
gleichungen beschreiben. Die Zustandsraumdarstellung ist in der Regelungs- und 
Systemtheorie allgemein gebräuchlich und sie erweist sich auch fUr die Fahrzeug-
dynamik als sehr geeignet. Hinweise zur Zustandsraumdarstellung in der Regelungs-
technik fmdet man bei Föllinger [5.1] und für die Schwingungstechnik bei Müller und 
Schiehlen [5.2]. 
Die Bewegungsgleichungen eines F a h r z e u g e s lauten nach (2.117) 
M(y, t)](t) + k(y, ;,1) = q(y,;, t) (5.1) 
oder in linearisierter Form nach (2.120) 
MY(t) + (D + G);(t) + (K + N)y(t) = h(t) , (5.2) 
wobei der Erregervektor h(t) auch die auf das Fahrzeug wirkenden Schnittkräfte des 
Trag- und FUhrsystems enthält. 
Die Bewegungsgleichungen (5.1) und (5.2) sind Differentialgleichungssysteme zwei-
ter Ordnung, sie müssen noch durch die Anfangsbedingungen für die Lage und die 
Geschwindigkeit 
y(O) = yo, ;(0) = ;0 (5.3) 
ergänzt werden. Der Zustandsvektor des Fahrzeugs wird nun aus den Zustandsgrößen 
der Lage und der Geschwindigkeit gebildet: 
['(t)] XF(t) = ;(t) . (5.4) 
Darin istxF der nF x 1-Zustandsvektor aller Zustandsgrößen, wobei für gewöhnliche 
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Mehrkörpersysteme und damit auch für Fahrzeuge nF = 2f mit der Zahl f der Frei-
heitsgrade gilt. 
Mit dem Zustandsvektor (5.4) lassen sich die Bewegungsgieichungen einfach in die 
entsprechenden Zustandsgleichungen Uberflihren. Im nichtlinearen Fall gilt 
;(1) = ;(1) 
l.~~ = ~- t(y, I)[q(y,;, I) - k(y, .Ji, 1)1 
XF(I) - aF(x~, I), 
(5.5) 
wobei die nF x I-Vektorfunktion aF auftritt FUr ein Fahrzeug mit Ideinen, linearen 
Bewegungen bleibt 
~W=~~W+~~W . ~~ 
Dabei ist 
AF =[-M-t~K+N) -M-17D+GJ (5.7) 
die n x n-Systemmatrix des Fahrzeugs, BF die nF x 'l'-Eingangsmatrix und UF der 
1"F x I-Eingangsvektor der auf das Fahrzeug wirkenden Erregungen. 
Die Zustandsgleichungen müssen entsprechend (5.3) noch durch die Anfangsbedin-
gungen ergänzt werden, 
XF(O) = XFO . (5.8) 
Da die Zustandsgleichungen Differentialgleichungssysteme erster Ordnung darstel-
len, genügt für die Anfangsbedingungen ein nF X I-Vektor, der im Vergleich zu (5.3) 
aber natürlich die doppelte Ordnung hat 
Die T rag s y s t e m e eines Fahrzeuges werden im allgemeinsten Fall nach (3.37) 
durch lineare Differentialgleichungen erster Ordnung beschrieben, 
c J j(l) +cl f(t) = CtS(t) + css(t) + c.u(t) , f(O) = fo . (5.9) 
Beachtet man nun,daß in einem Fahrzeug mehrere Tragelemente Verwendung finden, 
so erhält man aus (5.9) Zustandsgleichungen der Form 
.rr(t) = Ar xr(t) + Brur(t) , xr(O)=xro· (5.10) 
Dabei ist XT ein nr x I -Zustandsvektor der Kraftgrößen, AT eine entsprechende 
Systemmatrix, BTdie Eingangsmatrix und uTder T'f x I-Eingangsvektor der Relativ-
bewegungen der Tragelemente und der Steuergrößen des Reglers. 
Die F ü h r s y s t e m e eines Fahrzeuges mit Rädern sind in Kapitel 3 nur statisch 
betrachtet worden. Für die Kontaktkräfte gilt nach (3.85) oder (3.142) derZusarnmen-
hang 
(5.11) 
214 5 Modelle für Fahrzeug-Fahrweg-SYSlemc 
Die Zustandsgleichungen sind deshalb emanet und lassen sich als algebraische Glei-
chungen anschreiben_ 
AL IL (I) + BL UL (I) = 0 . (5.12) 
Dabei entspricht IL einem "L x l-Zustandsvektor der Kraftgrößen und UL ist der 
Eingangsvektor der Relativ- oder Schlupfbewegungen im Kontaktpunkt. Die Matrix 
AL ist gemäß den Ansätzen in Kapitel 3 eine Einheitsmatrix. die Matrix B L enthält 
z.B . die Kalker-Koeffizienten oder entsprechende Kenngrößen für die Reifen. 
Es sei erwähnt. daß auch die Führsysteme bei einer genaueren ModelIierung ein 
instationäres Verhalten aufweisen. Dann werden die algebraischen Gleichungen 
(5.12) auch zu echten Zustandsgleichungen. Dies kann für Kraftfahrzeuge mit Gum-
mireifen durchaus technisch bedeutsam sein. siehe z.B. Böhm [5.3). 
S t a r re Fa h r weg ewerdendurch Profilfunktionen beschrieben. die sich mitder 
Fahrzeuggeschwindigkeit als reine Zeitfunktionen I,(I) dan;tellen lassen. Im deter-
ministischen Fall ergibt sich ftir den nw xl-Vektor der Erregerfunktionen des Fahr-
weges 
(5.13) 
wobei für die Praxis die Einzelhindernisse von besonderer Bedeutung sind. Für die 
regellos unebenen Fahrwege ist eine Beschreibung mit Zufallsfunktionen erforder-
lich. Geht man von einer Erregung durch weißes Rauschen aus. so erhält man über ein 
Forrnfiher. die in (4.110) und (4.111) beschriebene Dan;tellung des farbigen Erreger-
prozesses 
Iw(l) = CWR IR (I) • 
XR(t) =ARIR(I)+BRw(I). 
IR(O) = O. W(I) - (0. Qw). 
(5.14) 
(5. 15) 
wobei das Formfiher durch die zeitinvarianten Matrizen AR. BR und C WR dargestellt 
wird. Der nR x I-Vektor IR kennzeichnet den durch den'R x I-Vektor W des weißen 
Rauschens mit der'R x ,,,Intensitätsmatrix Qw erzeugten Zufallsprozeß. 
E las t i sc h e F a h r weg e aus Balkentragwerken werden als mechanische Sy-
steme wiederum durch Bewegungsgleichungen beschrieben. Nach (4.10) gilt bei 
einer endlichen Anzahl von Eigenforrnen und unter Berücksichtigung von modaler 
Dämpfung 
i(I)+lit(I)+OJ:(I)=M- 1 LIJ'[Xk(I»)fk(t) . (5.J6) 
k 
Führt man nun mit dem VektorJ: der Balkenkoordinaten einen "E x J-Zustandsvektor 
für den elastischen Fahrweg ein. 
[
.1:(1)] 
XE(I) = tU) . (5.17) 
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so gehen die Bewegungsgleichungen (5.16) in Zustandsgleichungen über. 
XE(t) = AE XE(t) + BE(t)UE(t). XE(O) = O. (5.18) 
Neben der Systemmatrix A E tritt nun eine zeitabhängige Eingangsmatrix Bt;{t) auf. 
Weiterhin umfaßt der rE X I-Eingangsvektor UE die von der Primärfederung auf den 
Fahrweg übertragenen dynamischen und statischen Kräfte. Die statischen Kräfte 
führen infolge der Balkenbiegung zu einer Zwangserregung des gesamten Systems. 
Mit Hilfe der Schwingungsfonnen läßt sich der Vektor Xw der tatsächlichen Durch-
biegung des Balkens unter Beachtung der Fahrzeuggeschwindigkeit als reine Zeit-
funktion darstellen. 
Xw(t) = CWt;{t)XE(t). (5.19) 
In der Matrix CWE sind die zum Vektor z gehörigen Eigenformen des Balkens zu-
sarnmengefaßt.lmGegensatz zu (5.14) hängt aber der Vektor XE nach (5.18) auch von 
den dynamischen. auf den Fahrweg einwirkenden Kräften ab. Es besteht also bei 
elastischen Fahrwegen. im Gegensatz zu den starren. keine Rückwirkungsfreiheit. 
5.2 Zustandsgleichungen des Gesamtsystems 
Aus den Zustandsgleichungen der Teilsysteme wie sie in Abschnitt 5.1 zusammenge-
stellt wurden. lassen sich die Zustandsgleichungen des Gesamtsystems entsprechend 
der technischen AufgabensteIlung gewinnen. Dabei sollen aber nur lineare Systeme 
betrachtet werden. die für die Untersuchung kleiner Schwingungen und zur Sta-
bilitätsbeurteilung ausreichen. Das grundsätzliche Vorgehen kann aber auf nicht-
lineare Systeme direkt übertragen werden. 
Für den Aufbau des Gesamtsystems müssen die Eingangs- und Zustandsgrößen der 
Teilsysteme in geeigneter Weise miteinander verknüpft werden. Die verallgemeiner-
ten. auf das Fahrzeug wirkenden Kräfte sind im 'F X I-Vektor uF zusammengefaßt. 
Diese Kräfte werden vom Trag- und Führsystem aufgebracht und lassen sich durch die 
Zustandsgrößen darstellen. die den IIr x I-Vektor Xr des Tragsystems und den 
"L x l-Vektor XL des Führsystems bilden. Damit gilt für das Tragsystem 
UF(t) = CFJ xr(t) (5.20) 
und das Führsystem 
UF(t) = CFLXL(t) (5.21) 
mit den rF x IIr.L-Kopplungsmatrizen CFJ.L. 
Das Tragsystem wird wiederum durch den I'[ x \-Eingangsvektor Ur beeinflußt. 
Dieser Eingangsvektor hängt von den Relativbewegungen des Fahrzeugs. des Fahr-
weges und den Steuergrößen des Reglers ab. Der Regler wiederum führt die gemes-
senen Bewegungen von Fahrzeug und Fahrweg zurück. Unter der Voraussetzung 
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eines PD-Reglers findet man den Zusammenhang 
(5_22) 
wobei die rT x ßF. w-Kopplungsmatrizen Crr. W auftreten. In entsprechender Weise 
folgt für das Führsytem 
"L = CLFXF +CLWXW, (5.23) 
wobei die Schlüpfe im Kontaktpunkt über die rL x ßF. w-Kopplungsmatrizen CLF. W 
aus den Relativgeschwindigkeiten des Fahrzeuges gegenUberdem Fahrweg bestimmt 
werden, siehe z.B. (3.110). 
Auf den elastischen Fahrweg wirken über den rE x I-Eingangsvektor "E die von der 
PrimäTfederung Ubertragenen Kräfte ein. Weiterhin bewirkt das Gewicht des Fahr-
zeugs eine statische Durchbiegung, die als zusätzliche periodische Erregerfunktion in 
einem rp x I-Vektor Wp dargestellt werden kann. Damit gilt 
"E(t) = CU XT(t) + Cu Wp(l) , (5.24) 
mit entsprechenden rE x ß, und rE x rp-Kopplungsmatrizen Cu. p. 
Damit ist die mathematische Beschreibung des Gesamtsystems abgeschlossen. Der 
Vielzahl der technischen AufgabensteIlungen entsprechend gibt es sehr viele unter-
schiedliche Systeme, die als Gesamtsysteme betrachtet werden können. Hier soUen 
beispielhaft Gesamtsysteme für eine Lateral- und eine Vertikal bewegung vorgestellt 
werden. 
Aus (5.6), (5.21), (5.12) und (5.23) folgen fOrkleine L a t e ra I be weg u n gen 
die Zustandsgleichungen des Gesamtsystems 
XF =(AF - BFCFLAit BLCLF)XF -BFCFLAit BLCLWXw 
XF(O) = XFO· 
(5.25) 
Fürein gerades Gleis, Xw= 0, liegtein homogenes Differentialgleichungssystem vor, 
das Auskunft über Fahrstabilität gibt. 
Aus (5.6), (5.10), (5.18), (5.19), (5 .20), (5.22), (5.24) findet man für kleine Ver-
t i kai s c h w i n gun gen eines Fahrzeugs auf elastischem Fahrweg die Zu-
standsgleichungen des Gesamtsystems als 
:]+ ~ ] wp 
XE BECEP 
"-~~ --
(5.26) 
X(I) = A(I) X(I) + B(I) w(I). 
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Nun ist ein inhomogenes Differentialgleichungssystem gegeben, das zur Berechnung 
der Fahrzeugschwingungen herangezogen werden kann. 
In der Systemmatrix A(I) treten die Matrizenprodukte BFCn, BrCTF und BECrr 
auf. Man erkennt, daß die Auf teilung in die Matrizen Bund C nicht eindeutig ist, was 
die Modellbildung in vielen Fällen erleichtert. 
Die allgemeine Form der Zustandsgleichungen eines linearen Modells des Gesamt-
systems Fahrzeug-Fahrweg ist gegeben durch 
i(l) = A(I)x(I)+B(I)w(l) (5. 27) 
mit dem n x 1-Zustandsvektor x, dem r x 1-Erregervektor W und der n x n-System-
matrix A und der n x r-Eingangsmatrix B. In vielen Fällen sind die Matrizen A und B 
zeitinvariant, so daß sich die Berechnung stark vereinfacht. Die allgemeine Form der 
nichtlinearen Zustandsgleichungen ist durch 
i(t) = a(x, W, I) (5.28) 
gegeben, wobei die n x 1-Vektorfunktion a in entsprechender Weise aus den linearen 
und nichtlinearen Teilsystemen gewonnen werden kann. 
Beispiel 5.1 Zu 5 t 3 n d s g lei c h u n gen fO r die Ver t i kat b ew e gun gei n e s 
akt i v ger e gel t e n K rar t rah r z e u g e s. Das in Fig. 5.1a) dargestellte Modell eines 
Kraftfahrzeuges hat aktive Radaufhängungen an der Vorder- und Hinterachse. Damit iSI eine 
Erweiterung des in Beispiel 2.12 betrachteten Kraftfahrzeuges gegeben. Es sollen die Teilsysteme 
01 
A --t,p.P-
" 
z 
• 
o b 
bl _ . 
z, " ., ~~- C 
f,t 
k, 
ml · lc2_1 
B =C>V 
" 
'. E __ 
I-r 
t f, 
g~., 
1;:-
,. 
Fig.5.1: 
Kraftfahrzeug mit aktiven 
Radaufhängungen 
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Fahrzeug. Trngsysteme und Fahrweg beschrieben und zu einem Gesamtsystem zusammengcfaßl 
werden. 
Lös u n g: Das Tcilsyslcm F 3 h r z c u g besieht aus dem Fahncugaufbau und den Rad· und 
Achsmassen. :mf welche die cingcpr:1gtcn Krl1fte nach Fig. 5.1b) einwirken. Mit den gegebenen 
Syslcmparamclern lauten die Zustandsgleichungen des Fahrzeugs 
i, " 
i, " i, 0 E " 0 I, 
ß 
--1--
ß fz ----------
1, = i, + 0 0 h (I) m, m, 
0 .. 0 I I I. Xl i, 0 
0 m, m, I I 
Zl I, 0 0 m, m, 
ß ß 0 b a 0 I I - - -i:F = AF ZF + BF UF 
Weiterhin gilt für das T rag s y S t c m. mit der passiven Primarfederung (Relntivbcwegungen 
Uj."2' """2) und der aktiven Sekundärfcderung (Steuergrößen UJ. "4). 
", 
" k, 0 d, 0 :0 0 ", , lEI fz 0 k, 0 d, '0 0 ., , (2) = , 
h 0 0 0 0 ' I 0 ., , 
I. 0 0 0 0 ;0 ", 
u. - - - -Ar zr = -B, u,-
Das Fahrzeug fährt auf einem S!am:n Fa h r weg mit gegebenem Profil (0). DamillaulclderVeklor 
der Etregcrfunktionen 
(3) 
Die Teilsysleme (I). (2) und (3) werden nun durch die Kopplungsbeziehungen zum Gesamlsyslcm 
verknOpf!. Zunächsl gill fOr die 4 x 4-Kopplungsmalix zwischen Fahrzeug und Tragsyslem 
CFT=E. (4) 
d.h. die verallgemeinerten K.r.lfte wirken direkt vom Tragsystem aur das Fahrzeug ein. Die 
kinematischen Beziehungcn der Primäraufhi!ngung und die KonSlanlen k, •... • k •• d,_ .. . • d. des PD-
Reglers spiegeln sich in Kopplungsmatrizen zwischen dem Tragsystem und dem Fahrzeug bzw. dem 
Fahrweg wider. 
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I 0 0 0 , 0 0 0 0 , , 
0 I 0 0 , 0 0 0 0 , 
0 0 0 0 
, 
I 0 0 0 , 
CrF = 
, 
(5) 
0 0 0 0 :0 I 0 0 
--------------------~-------------------k, 0 k, -bk, :-d6 , 0 d, -bd, 
0 -k, k, 01<, :0 -d, d, ad, 
- I 0 0 0 
0 -I 0 0 
0 0 -I 0 
C"" = 0 0 0 -I 
(6) 
-------------- . 
0 0 0 0 
0 0 0 0 
Damil kOnnen die Zustandsgleichungen des KmflfahlZeugs vollsländig angeschrieben werden. Mil 
(I). (5.20). (2). (5.22) und (3) folgl entsprechend den Überlegungen in Abschnill 5.2 für das 
Gesarntsystem 
rF = (lIF - HF Br CrF )XF - HF Br C7W X •• 
(7) 
Dabei wurde im besonderen beachtet. daß die Matrizen AT und CFT Elnheitsmauizen sind. Wählt 
man die Reg1erkonstanten k, = kt,;: *]. *7 = k.;: 14. d,;: d6 ;:: d3• d1 ;: da;: d4 • so erhält man wiederum 
das in Beispiel 2.12 betrachlete Kmflfahrzeug. dessen Zuslandsgleichungen ebenfalls die Form (7) 
haben. 0 
6 Beurteilungskriterien 
Zur Beurteilung der dynamischen Eigenschaften eines Fahrzeugs muß man die drei 
wesentlichen Bewegungen unterscheiden: 
• Longitudinalbewegungen (Antreiben und Bremsen). 
• Lateralbewegungen (Führen und Lenken). 
• Vertikalbewegungen (Dämpfen und Tragen). 
Diese drei Hauptbewegungen eines Fahrzeugs sind mehr oder weniger stark ent-
koppelt. Die Beurteilungskriterien werden deshalb bezüglich der Hauptbewegungen 
mathematisch formuliert. Weitergehende gekoppelte Kriterien können nach Bedarf 
entwickelt werden. wobei dann dem subjektiven Eindruck im Fahrversuch zuneh-
mende Bedeutung zukommt. Insofern ist die Frage nach mathematischen Beurtei-
lungskriterien schwierig und sie läßt sich zum Teil nur empirisch beantworten. Auch 
ist ein interdisziplinäres Vorgehen unter Verwertung arbeitsmedizinischer Erkennt-
nisse häufig hilfreich. 
Die Kriterien für die Longitudinalbewegungen sind in der Fahrzeugtechnik unter dem 
Begriff Fa h r lei s tun gen eingeführt. Dazu gehören die Höchstgeschwindig-
keit. die Steigfahigkeit und das Beschleunigungsvermögen eines Fahrzeugs. Diese 
Kriterien sind selbsterklärend und bedürfen im Rahmen der Fahrzeugdynamik keiner 
näheren Betrachtung. Es sei aber auch hier darauf hingewiesen. daß die exakte 
Messung der Fahrleistungen im Fahrversuch ein durchaus nichttriviales Problem ist. 
siehe z.B. Mitschke [6.1). 
Das entscheidende Kriterium für die Lateralbewegungen ist die Fa h r s tab i I i-
t ä t. Von jedem Führsystem wird erwartet. daß das Fahrzeug sicher einer Spur folgt. 
die durch das Gleis oder die Lenkung vorgegeben wird. Damit liegt ein Stabili-
tätsproblem vor. das mit den Hilfsmitteln der Dynamik gelöst werden kann. 
Für die Vertikalbewegungen sind die Kriterien F a h r kom f 0 r t und F a h r -
si c her h e i t zu beachten. Die Radaufhängungen sollen die von den Fahr-
bahnunebenheiten ausgehenden Stöße so weit dämpfen. daß ein komfortables Fahren 
möglich wird. Weiterhin sollen die Gewichts- oder Normalkräfte ohne dynamische 
Schwingungen auf den Fahrweg übertragen werden. um in den Kontaktpunkten hohe 
Seitenführungskräfte und damit eine hohe Fahrsicherheit zu gewährleisten. Neben 
den Fahrzeugbewegungen sind die auf die Fahrzeugteile wirkenden statischen und 
dynamischen Kräfte ein wichtiges Kriterium. Die Leb e n s d aue r von Fahr-
zeugteilen läßt sich mit den einwirkenden Belastungen bestimmen. Die im Fahrzeug 
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wirkenden Kräfte sind Reaktionen. die sich ebenfalls aus den Fahrzeugmodellen 
ennitteln lassen. 
Im einzelnen werden nun die Beuneilungsmterien Fahrstabilität. Fahrkomfon. Fahr-
sicherheit und Lebensdauer ausführlicher behandelt. 
6.1 Fahrstabilität 
Die Lateralbewegungen werden im allgemeinen durch homogene lineare oder nicht-
Iineare Zustandsgleichungen beschrieben. 
X(I) = AX(I) 
oder X(I) = a(x. I). X(lo) = xo . 
(6.1) 
(6.2) 
Die Fahrstabilität kann deshalb als Stabilität im Sinne von Ljapunov defmien werden. 
Damit gilt: 
Die Gleichgewichtslage X(I) = 0 des dynamischen Systems (6.2) mit a(O. I) = 0 heißt 
stabil im Sinne von Ljapunov. wenn für jeden Zeitpunkt 10 und jedes E> 0 eine 
positive Zahl 8= 8(e, (0) > 0 existien. so daß bei einer beliebigen Anfangsauslenkung 
mit 
nur eine gestöne Bewegung mit 
~x(l)i < E. I<! 10 
(6.3) 
(6.4) 
entsteht. Dabei bedeutet 1Ix~ die Norm des Vektors x. Eine häufig verwendete Norm 
ist z.B. die Euklidische Norm ~xi = ~ x T x . Gilt darüber hinaus noch 
lim X(I) = O. (6.5) 
1->-
so heißt das System asymptotisch stabil. Ferner ist die Gleichgewichtslage X(I) = 0 
instabil. wenn sie nicht stabil ist. 
Beispiel 6.1 S tab i J i tat s ver hall e n ein c s S y s t e m s z w e i t e r 0 r d nun g. Für 
ein System zweiter Ordnung mit dem Zuslandsveklor x= [XI Xl]T sindde Lösungen eines asymptotisch 
stabilen, eines stabilen und eines instabilen Systems in der Zustandsebene darzustellen. 
Lös u n g: Für Systeme zweher Ordnung können die Lösungen vollständig in der Zustandsebene 
dargestellt werden. Fig. 6.1. Zunächst wird die e-Umgebung der durch den Koordinatenursprung 
gegebenen Gleichgewichtslage gewählt. Dann wird die o.Umgebung so bestimmt. daß die stabilen 
und asymptotisch stabilen Lösungen vollständig in der E-Umgebung bleiben. Dies bedeutet. daß 
die ö-Umgebung unter Umständen sehr klein werden kann. Als Vektomorm wurde die Euklidische 
Norm gew:thlt 
die in der Zustandsebene zu Kreisen um den Ursprung führt. 
(I) 
o 
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< 
INSTABil 
x, 
sr 'Bll 
Fig. 6.1: 
Lösungen eines Systems zweiter Ordnung. dargestellt in 
der Zustandscbcnc 
Die Definition der Stabilität im Ljapunovschen Sinne gilt auch für lineare Systeme 
(6.1). Die Definition allein erlaubt jedoch nur dann Stabilitätsaussagen. wenn die 
Lösungen des Systems vorliegen. Deshalb sind die Stabilitätskriterien von besonderer 
Bedeutung. die Aussagen erlauben, ohne daß die Lösungen im einzelnen vorliegen. 
Die Stabilitätskriterien sind im besonderen fUr lineare Systeme gut entwickelt. siehe 
Müller [6.2) . Einige Stabilitätskriterien werden in Kapitel 7 angesprochen. 
6.2 Fahrkomfort 
Für den Fahrkomfort ist die subjektive Wahrnehmung des Menschen maßgebend. 
Zahlreiche experimentelle Untersuchungen in der Arbeitsmedizin haben gezeigt, daß 
die Wahrnehmung von Schwingungen durch den Menschen von der Schwingbe-
schleunigung abhängt. 
K = K(a). (6.6) 
Dabei ist K die dimensions lose Wahrnehmungsstärke und a der Betrag der Beschleu-
nigung in horizontaler oder verikaler Richtung. Fig. 6.2. Weiterhin ist die Position des 
Menschen. stehend. sitzend oder liegend. von Bedeutung. 
'----y 
x 
Fig. 6.2: 
~w;,~:w;~ Einwirkungsrichtungen von Schwingungen auf den sitzen-
"l ;I; den Menschen 
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In der Arbeitsmedizin werden Schwingungsuntersuchungen vor allem rrtit deterrrti-
nistischen, und im besonderen harmonischen Erregungen durchgeführt. In Fahrzeu-
gen werden dagegen die Menschen hauptsächlich stochastischen Schwingungsein-
wirkungen unterworfen. Es werden deshalb diese beiden unterschiedlichen 
Erregungsarten nacheinander behandelt. 
6.2.1 Deterministische Erregungen 
Für qualitative Beurteilungen gilt bei deterministischen Erregungen 
K - Qmu. (6.7) 
d.h. der maximal auftretende Beschleunigungswert wird als besonders belastend 
angenommen. Als grober Anhaltswert für guten Fahrkomfortgiltamax SO,5 rn/ s2 Der 
genaue Zusammenhang wird durch nationale und internationale Richtlinien be-
stimmt, die auf umfangreiche arbeitsmedizinische Untersuchungen zurückgehen, 
siehe ISO-Richtlinie 2631 [6.3) und VDI-Richtlinie 2057 [6.4) . 
Für harmonische Erregungen sind in den genannten Richtlinien formeimäßige Bezie-
hungen angegeben, die sich auch für die Fahrzeugdynamik vorzüglich eignen. Aus-
gehend von einem harmonischen Beschleunigungsverlauf 
a(/) = Asin rot, (j) = 2n[ , (6.8) 
mit der Frequenzf[Hz) wird der Effektivwert (root mean square) der Beschleunigung 
bestimmt 
I A 
arm, = - i a2 (/)dt = Pi [m / s2). 
T 0 ,,2 
(6.9) 
wobei die Einheit m / S2 anzusetzen ist. Dann gilt im einzelnen für die frequenzab-
hängige Wahrnehmungsstärke bei vertikaler Erregung 
IS[S4, 
K = 20arm • , 4 S [ $ 8, 
K=160armsf- I , 8$[S80, 
und bei horizontaler Erregung 
K = 28arms , 
K = 56arm,r l , 
IS[S2, 
2S[$80. 
(6.10) 
(6.11) 
Damit sind experimentell ermittelte Frequenzgänge gegeben, die in Fig. 6.3 darge-
stellt sind. Im besonderen erkennt man in Fig. 6.3a) die im Bereich von 4 - 8 Hz 
liegende Resonanz des menschlichen Magens, deren Anregung als besonders unange-
nehm empfunden wird. 
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Frequenzg:tnge der Wahrnehmungs-
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Die Wahrnehmungsstärke K ist eine dimensionslose Kennzahl. die dem subjektiven 
Eindruck von Versuchspersonen mit den Kriterien Wohlbefinden. Leistung und 
Gesundheit zugeordnet werden kann. Dabei spielt die Einwirkungsdauer. die zur 
Ermüdung fühn. eine wesentliche Rolle. In den Richtlinien ISO 2631 und VDI 2057 
ist auch die Zuordnung zu den obigen Kriterien angegeben. siehe Fig. 6.4. In der 
Fahrzeugdynamik liegen die Wahrnehmungsstärken im Bereich 
2<K<IO. 
Im einzelnen bedeuten die Wahrnehmungsklassen 
CI/C2 
01/02 
EIl E4 
spürbar. 
stark spürbar. 
sehr stark spürbar. 
(6.12) 
(6.13) 
Man erkennt. daß die Aussagen über die Wahrnehmung inuner mit einer gewissen 
Subjektivität behaftet sind. die in der Natur des Menschen liegt. 
6.2.2 Stochastische Erregungen 
Versuche mit stochastischen Erregungen des Menschen liegen nur in begrenztem 
Umfang vor. Sie bestätigen aber die M5glichkeit, die subjektive Wahrnehmung des 
Menschen auch bei stochastischen Erregungen im Sinne eines mechanischen Systems 
zu interpretieren und mit den Methoden der linearen Systemtheorie zu beschreiben. 
Der Effektivwen eines stationären Gaußschen Prozesses a(l) entspricht der Stan-
dardabweichung 
-an .. = Cf. = J 4>.(w)dw • (6.14) 
o 
wobei 4>.(ru) = 2 S.(w) die einseitige spektrale Leistungsdichte des betrachteten 
Prozesses ist. Die Standardabweichung ist aber eine skalare. nicht frequenzabhängige 
KenngfÖße. Deshalbmüssen. was bei linearen stochastischen Systemen erlaubt ist. die 
Effektivwenbildung und die Frequenzbewenung vertauscht werden. Man erhält dann 
das Streuungsquadrat für den frequenzbeweneten Prozess 11(1) in der Form 
-Cf~ = J a2IF(w~24>.(W)dW . (6.15) 
o 
Dabei ist a ein dimensionsbehafteter Faktor. F(w) der Frequenzgang eines Form-
filters und 4>.(w) die einseitige Spektraldichte des Prozesses a(l) der Beschleunigung. 
Die zunächst unbekannten Gr5ßen der Frequenzbewenung in (6.15) werden nun 
durch Vergleich mit den Ergebnissen beidetenninistischen Erregungen bestimmt. Für 
die vertikale Erregung findet man den dimensions behafteten Faktor 
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a=20 s2/ m 
und den Frequenzgang 
wobei für die Wahmehmungsstärke die Wene (6.10) einzuselZen sind. 
(6.16) 
(6.17) 
Der Frequenzgang (6.17) läßt sich mit sehr guter Näherung durch ein lineares Form-
filter darstellen. Dann gilt im Frequenzbereich 
F(w) =1iT(iwE-F)-l g 
bo + bl(i w) + .. . + b,(iw), ---~~~~~~~~~ 
OO+OI(iW)+ ... +Os_I(iW)s-1 +(iw)s' 
(6.18) 
Dabei sind hund g s x I-Vektoren, und Fistdies xs-Systemmatrix des Formfilters. 
Weiterhin sind 0;, i = 1(1)s, und bJ, j = 1(1) r< s, Koeffizienten des Formfilter-
frequenz ganges. Es besteht folgender Zusammenhang 
0 I 0 o 0 
0 0 I o 0 
F= 
. -T _ .. 
g = ' , h - [ba bl •.• b, I" , 
0 0 0 I 0 
-00 -al -02 -os I 
(6.19) 
d.h. die Systemmatrix kann als Frobeniusmatrix gewählt werden. 
Das Formfilter kann aber auch im Zeitbereich durch entsprechende Differential-
gleichungen angeschrieben werden. Dann gilt 
ä(l) = a jjT V(I) , 
v(1) = FV(I)+ go(t). (6.20) 
Dabei ist V(I) der s x I-Zustandsvektor des Formfilters s-ter Ordnung, das durch die 
Beschleunigung 0(1) angeregt wird. Mit dem s x I-Vektor h erhält man aus dem 
s x 1- Vektorprozeß Ü(I) die skalare frequenzbewenete Beschleunigung o(t). Die Ko-
effizienten der Formfiltergrößen müssen nun so bestimmt werden, daß der gegebene 
Frequenzgang (6.17) genau genug angenähen wird. Dies ist durch die Wahl einer 
entsprechend hohen Filterordnung s stets möglich. 
Beispiel6.2 F 0 r m f i I t e r r ü r die me n s chi ich e W a h rn e h m u n g . Es ist ein 
Fonnfilter zweiter Ordnung so zu bestimmen. daß der durch die Richtlinien gegebene Frequenzgang 
(6.10) für die menschliche Schwingungswahrnehmung bei vertikaler Erregung gUI angenllhen wird. 
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L ö , u n g: Das Fonnfillcr zweiler Ordnung. 5 = 2. hai nach (6.19) und (6.20) die folgende Form 
ä=a[bobtl [~]. 
[v,]=[ 0 I] [~] .. [O].(t) . iit - DO -al ~ 1 
Mit den Zahlenwenen 
• 0 = 1200 , -'. 
01 = 50 S-1 • 
a = 20,'m-' 
bo = 500 , -' • 
b, = 50.-'. 
(1) 
(2) 
erhält man den in Fig. 6.S dargestellten Frequenzgang bei vertikaler Erregung. Die Näherung ist bereits 
bei einem Formfiltcr zweiter Ordnung überraschend gut und liegt vollständig mnemaIb der in der 
Richtlinie ISO 2631 zugelassenen Abweichungen. 
Fig. 6.5: 
Formfilter-Frequenzgang der Wahrnehmung in 
vertikaler Richtung 
Zr--------,--------, 
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~ 
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Ein entsprechendes Formfiller 2. Ordnung für die Frequenzbewertung (6.11) bei horizontaler Erre-
gung erhält man mit den Zahlenwerten 
· 0 = 75 , -, • bo = 31 .25 , -' . 
., = 12.5,-' . b, = 12.5,-' • 
a = 28 S2m- l. 
Damit bleibt für die Wahmehmungsstärke das einfache Kriterium 
K = aä. 
0 
(6.21) 
das die Frequenzbewertung automatisch mit einschließt. Mit der Wahmehmungs-
stärke (6.21) kann dann wiederum die Zuordnung zu den Kriterien Wohlbefinden. 
Leistung und Gesundheit nach Fig. 6.4 erfolgen. 
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6.3 Fahrsicherheit 
Die Fahrsicherheit steht im Zusanunenhang mit den Brems- und Seitenführungs-
kräften des Fa./truugs. Die Kontaktkräfte zwischen Rad und Fahrweg werden bei 
starren und elastischen Rädern entsCheidend von den Nonnalkräften bestimmt. siehe 
Beispiele 3.5 und 3.6. Deshalb ist die zur Verfügung stehende minimale Radlast ein 
Kriterium flir die Fahrsicherheit. 
Die Radlast lRod kann aufgeteilt werden in die statische. durch das Gewicht hervor-
gerufene Kraft fsl>.. und die dynamische. auf die Radschwingungen zurückgehende 
Kraft/Dyn. 
IR6d(t) = 15 ... + IDyn(t). (6.22) 
wie dies auch in Fig. 6.6 dargestellt ist. Die zur Verfugung stehende minimale Radlast 
ist 
IRad. min = 15 ... - fDrn. mv. . (6.23) 
fSIDI 
Fig.6.6: 
t Statische und dynamische Radlast 
Damil kann die Sicherheitsreserve definiert werden 
R = 15 ••• - IDyn.mu • 
15 ... 
(6.24) 
eine Größe. welche die Werte 0:5 R :5 1 annehmen kann. Die Sicherheitsreserve ist 
also bei stehendem Fahrzeug R = 1 und kann bei schneller Fahrt auf unebener Fahr-
bahn bis auf R = 0 absinken. 
Für regellos unebene Straßen kann die dynamische Radlastschwankung nur durch 
Simulationeindeutig bestimmt werden. Füreine Abschätzung der Fahrsicherheit kann 
aber auch die Streuung uf der zufalligen vertikalen Radlast herangezogen werden. 
Dann gilt 
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R = fs ... - GI , (6.25) 
fs .. , 
wobei die Sicherheitsreserve als statistische Aussage zu werten ist. 
Zur Berechnung der dynamischen Radlast fDyn bzw. der Streuung GJ reichen die 
Zustands- und Eingangsgrößen des Gesamtsystems Fahneug-Fahrweg aus. Je nach 
Wahl des ReifenmodeUs werden die relativen Lage- und Geschwindigkeitsgrößen 
benötigt. Somit läßt sich die allgemeine Beziehung 
oder 
fDyn=bTx 
C1} = bT Pxb 
(6.26) 
(6.27) 
mit dem n x l-Koeffizientenvektor b, dem n x l-Zustandsvektor x(t) und der 
zugehörigen n x n-Kovarianzmanix Px angeben. 
Bei Schienenfahrzeugen versteht man unter Fahrsicherheit hauptsächlich Entglei-
sungssicherheit. Entsprechend den viel faltigen Ursachen für Entgleisungen wurden 
unterschiedliche Sicherheitsgrenzen definiert, vgl. Krugmann [6.5). Eine wichtige 
Entgleisungsursache ist das Aufklettem des Spurkranzes bei Bogenfahrt. Diese 
Gefahr kann vermieden werden, wenndas Verhältnis der im Kontaktpunkttatsächlich 
vorhandenen Lateral- und VertikalJcräfte bestimmte Grenzwerte nicht überschreitet. 
Auch in diesem Fall müssen die dynamischen Radlastschwankungen berücksichtigt 
werden . 
6.4 Lebensdauer der Bauteile 
Die bisher betrachteten Beurteilungskriterien waren mit der Bewegung des Fahrzeugs 
verknüpft, sie betreffen unmittelbar die Passagiere des Fahrzeugs. Zur Auslegung 
eines Fahrzeugs benötigt der Konstrukteur aber Hinweise auf die Belastung der 
Fig. 6.7: 
Belastung eines Querlenkers 
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Bauteile für ihre Dimensionierung. Da Fahrzeuge während der Fahn hohen dynami-
schen Beanspruchungen ausgesetzt sind, ist für die Auslegung der Bauteile die 
Schwingungsbelaslung entscheidend. Die dynamischen Belastungen erlauben eine 
Auslegung aber nur bezüglich einer gewünschlen Lebensdauer. Die Fahrzeug-
dynamik kann deshalb durch die Bereitstellung von dynamischen Lasten zur Ausle-
gung von Fahrzeugbauteilen auf Lebensdauer beitragen. 
Zur Dimensionierung eines Querlenkers, Fig. 6.7, werden die in den Gelenken auf-
tretenden Kräfte und Momenlef1,fz,h und I} benötigt Diese Größen stellen Reak-
tionen des Fahrzeugs dar, die in den Bewegungsgleichungen nicht mehr auftreten. Es 
ist deshalb notwendig, auf die Newlon-Eulerschen Gleichungen (2.141), welche die 
Reaktionen noch enthalten, zurückzugehen. Bei gegebener Bewegung y(t) können 
daraus einzelne Reaktionen ermittelt werden. Eine weilere Möglichkeil bietet die 
Auswenung der Reaktionsgleichungen (2.151), die alle Reaktionen des Systems 
liefern. Der numerische Aufwand dafür ist sehr hoch. Eine numerisch gOnstige For-
mulierung der Reaktionskraftberechnung wurde von Schramm [6.6] angegeben. 
7 Berechnungsmethoden 
Das Gesamtsystem Fahrzeug-Fahrweg wird durch die Zustandsgleichungen (5.27) 
bzw. (5.28) vollständig beschrieben. Die Zustandsgleichungen stellen auch unmittel-
bar die Grundlage für die Beuneilung der Fahrstabilität dar, siehe (6.1) und (6.2). Bei 
der Beurteilung des Fahrkomforts müssen dagegen zusätzliche dynamische Effekte 
berücksichtigt werden, die durch ein Formfilter (6.20) beschrieben werden. Dies 
bedeutet, daß die Zustandsgleichungen ergänzt werden müssen, bevor die Berech-
nung beginnt. Die Eingangsgröße für das Formfilter ist die mechanische Beschleuni-
gung a(I), die aus den Zustands- und Erregergrößen des Fahrzeug-Fahrweg-Systems 
gewonnen werden kann, 
(7.1) 
wobei c ein " X I-Bewertungsvektor der Zustandsgrößen und dein r x I-Be-
wertungsvektor der Erregergrößen ist. Damit lautet das erweiterte lineare Gesamt-
system 
(7.2) 
Das erweiterte Gesamtsystem (7.2) hat aber gen au die gleiche Form wie das Fahrzeug-
Fahrweg-System (5.27), so daß dieses für die weiteren Betrachtungen ohne Ein-
schränkung der Allgemeinheit herangezogen werden kann. In entsprechender Weise 
bleibt auch die nichtlineare Zustandsgleichung (5.28) erhalten. Die Berechnungs-
methoden können in rein numerische, in lineare und nichtlineare Verfahren eingeteilt 
werden, die nun der Reihe nach besprochen werden. 
7.1 Numerische Simulation 
Das gegebene lineare oder nichtlineare Differentialgleichungssystem (5.27) bzw. 
(5.28) kann auch bei stochastischer Erregung auf Grund der Ergodizität durch 
numerische Integration einer Realisierung untersucht werden. Bei nichtlinearen 
Systemen geht dabei im allgemeinen die Norrnalverteilung verloren. Trotzdem 
begnügt man sich auch in diesen Fällen mit den ersten und zweiten Momenten als 
Beurteilungskriterien. Der Aufwand für eine numerische Simulation von Fahrzeug-
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bewegungen ist infolge der komple.en Modelle immer sehr hoch. Deshalb muß der 
Auswahl der Integrationsverfahren eine große Aufmerksamkeit geschenkt werden. Es 
ist aber auch kaum möglich. allgemeine Empfehlungen auszusprechen. da sowohl in 
der numerischen Mathematik ständig neue Integrationsverfahren entwickelt werden. 
als auch die Leistungsfähigkeit der Rechner immer größer wird. Häufig beschr'.inkt 
man sich deswegen auf die aktuell zur Verfügung stehenden Integrationsverfahren 
und fühn damit einige Vergleichsrechnungen durch. 
Beispiel 7.1 Simulation von fa.hrzeugvertikalbewegungen. Für ein 
Fahrzeugmodell mil16 Freiheitsgrnden soll die Venikalbewegung der Vorder· und Hinterachse bei 
Erregung durch eine Rampenfunklion mit verschiedenen Integrationsverfahren unlersucht werden. 
Weilerhin ist ein Fahrzeugmodell mit 5 Freiheitsgraden bezLiglich seiner Vertikalbewegung als 
Testbeispiet filr eine stochastische Erregung zu betrachten. 
LOs u n g: Die Rampe wird nacheinander von der Vordcr- und Hinterachse überfahren. so daß sich 
entsprechend zeitverschobcne Schwingungsanlwortcn ergeben . Fig. 7 .1. In Anlehnung an eine Arbeit 
von Rill [7.11 werden nun die folgenden Intcgrationsverfahren verglichen: 
• Einschriuverfahren. 
Runge· Kutta·Fehlberg 5. und 6. Onlnung (RKF 5. RKF 6). 
• Pr.lcliktor· Korrektor -Mehrscheilt verfahren. 
Shampine·Gordon (SGDE). 
• Extrapolationsvcrfahrcn. 
Stocr·Bulirseh (SB). 
11 
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Fig. 7.1: 
Vertikalbewegung der 
Vorder· und Hinterrä· 
der des nichtlinearen 
Fahrzeugmodells mit 
16 Freiheitsgraden bei 
Erregung durch eine 
Rampe 
Die Ergebnisse rur das große Fahrzeugmodell sind in Fig. 7.2 dargesIeIlt. Es zeigt sich. daß das 
Verfahren von Shampine und Gordon [7.21 kurze Rechenzeilen bei hoherGenauigkeit ergibt. Filrdie 
stochastische Erregung des kJeinen Fahrzeugmodells werden Straßcnunebenheilcn durch eine zu-
fällige Überlagerung harmonischer Funktionen erzeugt. Fig. 1 .3. Die Vcrtik3lbcwegung der Vor-
derachse. Fig. 7.4. folgl diesem Straßenverlauf. jedoch werden die hochfrequenlen Anteile der 
Erregung unterdrückt. Das Integrationsverfahren muß sich aber trotzdem an den hohen Frequenzen 
Fig. 7.2: 
Vergleich der Inlegrations-
verfahren für das Fahrzeug-
modell mil Rampenerregung 
[Fehlerschranke t. SeMII-
weile H) 
Fig.7.3: 
Realisierung eines Zufallsprozesses 
von Slrallenunebcnheiten 
Fig.7.4: 
Venikalbcwegung der Vorderachse 
des nichtlinearen Fahrzeugmodells 
mit 5 Freiheitsgraden bei 
stochaslischer Erregung 
2 
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~ 
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der Erregung orientieren. Mit den oben genannten Verfahren findet man die in Fig. 7.5 dargestellten 
Ergebnisse. Nun erweisen sich die einfachen Runge-KuUa·Fehlberg-Verfahren als voneilhaft infolge 
der schnelleren Auswertung der rechten Seile des Differenlialgleichungssystems. Aus den durch die 
Integration ermittelten Zeitfunktionen müssen dann die für die Beuneilungskriterien notwendigen 
Kennwene ennillell werden. Dazu sind zeilmiltelwene zu bilden. was für die vorliegenden ergo-
dischen Prozesse erlaubt ist. 0 
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7.2 Lineare Systeme 
Fig. 7.5: 
V crgleich der 
Integrationsverfahren CUr 
das Fahrzeugmodell mit 
sTochastischer Erregung 
(Fehlerschrankc t. 
Schriuweilc 11) 
Zur Untersuchung linearer Fahrzeugmodelle stehen die schlagkräftigen Verfahren der 
linearen Schwingungs- und Systemtheorie zur Verfügung. Eine Simulation linearer 
Systeme ist deshalb im allgemeinen gar nicht erforderlich. 
7.2.1 Stabilität 
Für die Stabilitätsuntersuchung linearer Systeme sind zahlreiche Verfahren bekannt. 
siehe z.B. Müller und Schiehlen [7.3). Neben den Eigenwertkriterien stehen unter 
einschränkenden Voraussetzungen auch Krilerien bezüglich der charakteristischen 
Gleichung (Hurwitz. Routh) und - rur rein mechanische Systeme - bezüglich der 
Parametermatrizen der Differentialgleichungen zweiter Ordnung (Thomson W1d Tait. 
P.C. Müller) zur Verfugung. In der Fahrzeugdynannik ist man jedoch häufig auf die 
Eigenwertkriterien angewiesen. die in der Regel eine numerische Lösung der Eigen-
wertaufgabe erfordern . 
Das lineare System 
:t = Ar. r(O) = ro (7.3) 
mit der zeitinvarianten n x n-Systernmatrix A ist dann und nur dann asymptotisch 
stabil. wenn alle Eigenwene A. einen negativen Realteil aufweisen. Re A; < O. i = 
I(1)n. Wie allgemein in der Technik. so wird auch in der Fahrzeugdynamik 
asymptotische Stabilität der Systeme geforden. Die Querschwingungen eines 
Eisenbahndrehgestells sollen zum Beispiel nach einer einmaligen. stoßanigen Erre-
gung im Laufe der Zeit wieder abklingen. 
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Beispiel 7.2 S lab i I i I a I des Weil e n lau C sei n e sEi sen b ahn rad s a I z e s. 
Nach der Klingelschen Formel (31. 32) in Beispiel 2.7 führt ein kinematisch rollender Eisenbahnrad-
salz eine ungedämpftc Schwingung aus. Es ist zu zeigen. daß das Kriterium der asymplotischen 
Stabilität nicht erfüllt ist. 
Lös u n g: Die Zustandsgleichungen der Kinematik eines Eisenbahnradsatzes lauten nach Bsp. 2.7 
Gleichung (28): 
(I) 
Die Eigenwerte dieses Syslems folgen aus seiner charakteristischen Gleichung 
<]_" 1_ 0 -I\. +--
,t ro q 
(2) 
zu 
(3) 
Damit gilt Re .!, =0. d.h. der Eisenbahnradsatz ist kinematisch nichl asymptotisch stabil. Die asymp-
tOlische Stabilitat des Eiscnbahnradsatzes wird erst durch Einbeziehung dynamischer Effekte erreicht. 
Cl 
7.2.2 Frequenzganguntersuchung 
Harmonisch erregte Fahrzeuge sind in der Praxis selten zu finden, doch eignet sich die 
sinusförrnige Erregung wegen der guten Reproduzierbarkeit flirdas Versuchswesen. 
Für Vergleichszwecke muß dann auch eine theoretische Frequenzganguntersuchung 
durchgeführt werden. Weiterhin werden Frequenzgänge zur Untersuchung von 
Unwuchteinflüssen benötigt. Einasymptotisch stabiles,lineares, harmonisch erregtes 
System 
x = Ax+b(t)cosDI+b(2)sinDI 
=Ax+beiD ' +be- iD ' (7.4) 
mit der zeitinvarianten n x n-Systemmatrix A und den reellen 11 x I-Erregervektoren 
b(l). b(2) oder dem komplexen 11 x I-Erregervektor b liefen die stationäre Antwon 
X(I) = g(l) cosDI + g(2) sin DI 
(7.5) 
mit den entsprechenden 11 x I-Vektoren g(1), g(2) oder g des Frequenzganges. Dabei 
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besteht der Zusammenhang 
g = (WE -A)-I b = Fb. (7.6) 
wobei F die komplexe n x n-Frequenzgangmatrix ist. Der Amplitudenfrequenzgang 
a, der i-ten Koordinate des Zustandsvektors x lautet dann 
a;(.o) = 2 .,j [Reg; (.0»)2 + [Img; (.0»)2 . (7.7) 
Für die Berechnung von Frequenzgängen stehen häufig auch numerische Programme 
zur Verfügung. wodurch der Umgang mit komplexen Größen nicht so beschwerlich 
ist. 
Beispiel7.3 U n w ue h te rre g I e R adsc h w i n gu n ge n. Die venikaJ geführten Räder 
können durch Unwuchten zu Schwingungen angeregt werden. Fig. 7.6. Es istderFrcquenzgangdicser 
Schwingungen zu ermillcln. 
///, fAHRIE~AUflIAU 
k, b ,dd 
""0 V ~ m. RAD 
k, = F 
STRASSE Fig. 7.6: 
/ Fahrzeugrad mit Unwucht 
Lö s u n g: Die Bewegungsgleichung eines Rades lautet tx:zUglich seiner GlcichgewichLSlagc 
mz+di+(k) +k2)z=meD2cosDI. 
wobei E = m .. r I m die Größe der Unwucht beschreibt. 
Die Zustandsgleichungen haben dann die Form 
[!J=[_t,O:t, 
Ä 
Für die Frequenzgangmalrix bleib. damit 
I 
F = ---".-.."..-;-,-
n' . n d .t ..... '+.:.c:t,;. - +1 -+-
m m 
. d ,D+- 1 
m 
in 
und der komplexe Frequenzgang g, zur Zustandskoordinate z ergibt sich zu 
(I) 
(2) 
(3) 
Der Ampliludenfrequenzgang laulei also 
En' 01 (n) : ..,..---=~~~ ..... 
(*1:*2 D1r +(~nr 
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(5) 
In Fig. 7.7 sind die Frequenzgangkurven für verschiedene Dämpfungswene dargesieIlt. 0 
Fig. 7.7: 
Amplitudenfrequenzgang der vertikalen 
unwuchteneglen Radschwingung 
7.2.3 Zufallsschwingungen 
' ,Im 
E 
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Zur Untersuchung von Zufallsschwingungen dient im Frequenzbereich die Spektral-
dichteanalyse, während sich im Zeitbereich die Kovarianzanalyse anbietet. 
Unter der Voraussetzung, daß x(t) = 0 eine Gleichgewichtslage ist, folgt aus E{ w(t)} 
= 0 auch E{x(t)} = 0, d.h. der Mittelwert des Zustandsvektors verschwindet. Damit 
bleibt als wesentliches Ziel, die charakteristischen Varianzen zu berechnen, Z.B. rur 
die frequenzbewertete Beschleunigung aä = E(i12(1)} . 
7.2.3.1 Spektraldichteuntersuchung 
Die Spektraldichte ist eine Kenngröße stochastischer Prozesse im Frequenzbereich. 
Im besonderen sind die Spektraidichten der Eingangs- und Ausgangsprozesse linearer 
Systeme durch ihre Frequenzgänge miteinander verknüpft, was auf den ersten Blick 
als großer Vorteil erscheint. Es ist jedoch zu beachten, daß die Beurteilungskriterien 
nicht von den Spektraldichten, sondern von den Varianzen abhängen. 
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Die n x n-Spekualdichtematrix S,(w) des Gesamtsystems Fahrzeug-Fahrweg erhält 
man aus dem weißen Rauschprozeß W(I) - (0. Qw) mit den Zustandsgleichungen 
(5.27) wie folgt: 
S,(w)=(iwE-A)-IBQwBT(-iwE-ArT . (7.8) 
Damit läßt sich die Spektraldichtematrix S,(w) durch Matrizenmultiplikation mit der 
Frequenzgangmatrix F, = (i wE - A)-I aus der Intensitätsmatrix Qw des Erreger-
prozesses gewinnen. Darüber hinaus ist es auf Grund der Blockmatrizenstruktur der 
Systemmatrix A. siehe z.B. (5.26). auch möglich. als Zwischenergebnisse die Spek-
traldichtematrizen S,w(w) des Fahrweges. S,T<.w) des Tragsystems und S,FCw) des 
Fahrzeugs zu errnilleln. Dadurch verringen sich der numerische Aufwand unter 
Umständen erheblich. 
FUr die skalare Beschleunigung 0(1) erhält man mit (7 .1) die skalare Spektraldichte 
S.(w) = (e T F,(w)B+ dT)Qw (BT F} (-w)e+ d). (7.9) 
wobei die n x n-Frequenzgangmatrix F, als Abkürzung verwendet wird. Die Bezie-
hung (7 .9) zeigt. daß die Spekualdichte eine quadratische Größe ist; addiene Ausdrük-
ke führen zu zusätzlichen Termen im Ergebnis. Mit der Spektraldichte (7.9) kann nun 
die Frequenzbewenung ftlr das Schwingempfinden gemäß (6.15) besonders einfach 
durchgeführt werden. Es bleibt 
Sä(W) = a2IF(w)12 S. . (7.10) 
Aus der Spektraldichte muß dann wiederum durch Integration über ein unendliches 
Intervall die Streuung ermillelt werden 
- -O'~ = f Sä(w)dw = f <%(w)dw . (7.11) 
-_ 0 
Zum Vergleich wird in (7.11) das Streuungsquadrat O'~ auch mit der einseitigen 
Spektral dich te <%(w) = 2Sö (w) angeschrieben. 
Die numerische Auswenung der Spektraldichte nach (7.11) ist zwar grundSätzliCh 
nicht schwierig. Man muß aber mit komplexen Matrizen. vielen StOtzsteUen und 
einem sehr großen Integrationsintervall arbeiten, was zu Fehlern und einem beträcht-
lichen numerischen Aufwand führt. Die Integration (7 .11) läßt sich bei der Ko-
varianzanalyse vermeiden. 
Besondere Sorgfalt erfordern mehrachsige Fahrzeuge bei ihrer Berechnung. Die 
Erregung erfolgt bei mehreren Achsen durch zeitverschobene Erregerfunktionen, 
m 
BW(I) = L Bj(j(I). 
;=1 
(j(l) =((I-(j). 0=11 <12 < ... <Im • 
Ij 
tj = - , i = 1, .. . , m , 
v 
(7.12) 
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wobei I; den Abstand zwischen der vordersten Achse und der i-ten Achse beschreibt 
und IJ die konstante Fahrzeuggeschwindigkeit ist. Ein Beispiel für eine solche 
Erregung mit Zeitverschiebung zeigt Fig. 7.1. 
Für ein zweiachsiges Fahrzeug mit stochastischer Erregung lautet dann die Spek-
traldichtematrix 
Sx(co)= (icoE-A)-I[BIS,B( +/hS,BI +ei"('t-")/hS,B( 
(7.13) 
Die Zeitverzögerung (12 -11) bewirkt im Frequenzbereich zusätzliche. mit einer Ex-
ponentialfunktion gewichtete Terme. 
7.2.3.2 Kovarianzuntersuchung 
Im Gegensatz zur Spektraldichteuntersuchung liefen die Kovarianzumersuchung 
direkt die für die Beuneilung von Fahrzeugen erforderlichen Varianzen. Die Ko-
varianzmatrlx des Gesamtsystems läßt sich aus einer algebraischen Gleichung, der 
Ljapunovschen Matrizengleichung berechnen; es ist keine Integration erforderlich. 
Eine Voraussetzung für die Kovarianzanalyse ist die Erregung des Systems durch 
weißes Rauschen. Diese Forderung ist durch die FahrwegmodelIierung über Form-
filter erfüllt. 
Für die Zustandsgleichungen (5.27) des Gesamtsystems lautet die Ljapunovsche Ma-
trizengleichung 
(7.14) 
wobei die symmetrische 11 x Il-Kovarianzmatrix Px = E{x x TI und die r x r-Inten-
sitätsmatrix Qw des weißen Rauschens auftreten. Eine ausführliche Herleitung der 
Ljapunovschen Matrizengleichung ist z.B. bei Müller und Schiehlen [7.3] zu fmden . 
Numerisch stabile Verfahren zur Lösung der Ljapunovschen Matrizengleichung sind 
von Smith [7.4] und Kreisselmeier [7.5] angegeben worden. Man erhält als Ergebnis 
die Varianzen aller Zustandsgrößen des Systems. 
Zur Berechnung des Fahrkomfons ist aber die Varianz der frequenzbeweneten 
Beschleunigung erforderlich. Deshalb muß zur Kovarianzanalyse das erweitene Sy-
stem (7 .2) herangezogen werden. Für den Zustandsvektor x lautet die Kovarianz-
matrix 
Pi =[Px 
Pvx 
(7.15) 
mit Pxu = Pl.,. Aus dem S x I-Vektorprozeß iI(l) folgt nach (6.20) direkt die 
frequenzbewenete Beschleunigung mit der Varianz 
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(7.16) 
Damil iSI die (7.11) entsprechende Beziehung gefunden. Auch mit der Kovarianz-
analyse lassen sich mehrachsige Fahrzeuge unlersuchen. Die Theorie kann dazu 
weiterentwickelt werden wie Müller, Popp und Schiehlen [7.6] gezeigt haben. Im 
Gegensatz zur Spektraldichteuntersuchung läßI sich die Kovarianzanalyse auch auf 
instationäre und nichtlineare Probleme ohne Schwierigkeiten anwenden. 
Beispiel7.4 Z u fall s e rr e g t e Rad s c h w i n gun gen. Das vertikal geführte Rad eines 
Fahrzeugs wirddurt:h eine regeUos unebene Fahrbahn zu zufllliigen Schwingungen angeregt,Fig. 7 .8. 
Es ist die Varianz der dynamischen RadIastschwankung nach der Kovarianzmethode zu ennitleln. Die 
Fahrbahn sei durch ein weißes Geschwindigkeitsrauschen '(1)- (0, q) gekennzeichnel. 
d 
m ~ 
Fig.7.8: 
/ 
Fahrzeugrad mie seochaseischer Erregung durch 
die SIt3ße 
Lös u n g: Die Bewegungsgleichung eines Rades lautet 
mf+ di+(k l + k,)z = k l ~(I) 
mie dem skalaren Erregerprozcß '(I). Die Zuscandsgleichungen haben dann die Form 
~=[_~I' __ 10] ~{~}I) 
i = A % + B 11'(1) 
mit den Abkürzungen 0 = d / m, 1<1' = (kl + k,) / m, "i = kl / m. 
(I) 
(2) 
Da die stochastische Erregung einem weißen Geschwindigkeitsrauschen entspricht, empfiehlt es 
sich, die Zuscandsgleichungen (2) einmal zu differenzieren, sodaßder ProzeS (I) direkt als Erregung 
auftritt. Dann Jautet die Ljapunoysche Matrizengleichung 
AP, +P,AT + BqBT =0. (3) 
wobei die 2 x 2-Kovarianzmatrix der ersten Ableitung.t des Zustandsvektors eingeführt wurde. 
(4 ) 
Die Auswenung von (3) ergibt die folgenden Matrizen 
7.3 Nichtlineare SySleme 241 
AP, (5) 
BqBT [ 0 ' 0] ; 0 ' I(,'q . (6) 
Infotge der Symmetrie der Ljapunovschen Matrizengleichung folgen aus (3) insgesami drei lineare 
Gleichungen 
mir den Lösungen 
2 
-8 o ] [P,I] [ 0 ] I ,,;  
-28 P" 1(,' q 
k' Po; I q Po;O 
11 2d(k, + k,) . 12 • 
Der Bewertungsveklor b für die dynamische Radlasllaulel mit (I) 
ID,. ;k,(r - (H-d -mI [:J. 
~ 
bT i 
wenn man k1 «*1 setzt. Damit bleibt 
[k d k'm] C1}=bT Pk b = --L.+_'_ q. 2 2d 
(7) 
(S) 
(9) 
(10) 
Man erkennl. daß für das Lehrsche Dampfungsmaß D; d I (2.[f;m); O. 5 die Streuung der 
dynamischen Radlast minimal wird. 
Im Fall optimaler Dampfung gill <1J ; k, .[f;m q. Daraus erkennl man. daß sich kleine Radmasscn 
m und geringe Reifenfederkonstamen k) günstig auf die dynamischen RadJast.schwankungen auswir-
ken. Allerdings unterliegen diese Parameter konstruktionsbedingten Grenzen. 
Die Voraussetzuns k2 «k, iSI in diesem Beispiel nOlwendig. da der idealisierte Fall weißen Ge-
schwindigkeitsrauschens beirachtet wird. Im allgemeinen Fan farbigen Rauschens ist diese Voraus-
setzung nicht notwendig. 0 
7.3 Nichtlineare Systeme 
Nichtlinearitälen findet man bei allen Vorgängen in der Fahrzeugdynamik, deren 
Auslenkungen durch Selbsterregung oder Fremderregung stark anwachsen. Zu den 
typischen Beispielen gehören die nichtlinearen Kennlinien der Radaufhängungen, um 
Stöße in vertikaler Richtung zu vermeiden. Die Lateralbewegung der Eisenbahndreh-
gestelle ist infolge des Spurkranzes bei großen Auslenkungen ebenfalls stark 
nichtlinear. Es sollen deshalb einige Näherungsverfahren für nichtlineare Schwingun-
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gen besprochen werden. Mit diesen Näherungsverfahren sind im Gegensatz zur 
numerischen Simulation allgemeine qualitative Aussagen möglich. 
7.3.1 Harmonische Linearisierung 
Die harmonische Linearisierung ist ein Näherungsverfahren für freie. selbsterregte 
und harmonisch fremderregte nichtlineare Schwingungen. Die Zustandsgleichungen 
(5.28) werden nun in einen linearen und einen nichtlinearen Anteil zerlegt. 
.tU) = Ax(r)+ f(x)+bccosQr+b,sinQr. (7.17) 
Weiterhin wird vorausgesetzt. daß eine periodische Lösung mit der Periode Texistien. 
x(r) = x(r + T) • (7.18) 
man unterscheidet dabei zwei Fälle: 
a) Verschwindende Erregung. Tunbekannt. 
b) Harmonische Erregung. T = ~ gegeben. 
Die periodische Lösung wird nun durch eine harmonische Lösung angenähen. 
x(r) ~ x.(r) = xccosQr+x,sinQr. (7.19) 
Die Nichtlinearitäten sollen ungerade Kennlinien aufweisen. 
fex) = -f(-x). 
und durch einen linearen Ansatz bestmöglich beschrieben werden. 
fex) ~ Fhx. 
Der dabei auftretende Fehler 
e(r) = f(x.(r» - F.x.(r) 
muß dann ein Minimum annehmen. 
a f eT edr = O. i. j = 1(1)11 . 
aF.ij 0 
(7.20) 
(7.21) 
(7.22) 
(7.23) 
Mit dieser Forderung kann die nicht eindeutige. äquivalente Koeffizientenmatrix 
beschrieben werden 
F. = F.(xc• x,; Q). 
Das linearisiene Ersatzsystem hat damit die Form 
x(r) = (A + F.)x(t) + bc cosQr + b,sinQt. 
(7.24) 
(7.25) 
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Setzt man nun die Näherungslösung (7.19) ein. so erhält man Bedingungen zur 
Bestimmung von Xc. X, und n. 
Die Koeffizienten der äquivalenten Mauix F h sind für viele Nichtlinearitäten 
tabelliert. siehe Magnus [7.7]. Die leider nicht immer eindeutige Bestimmung von Xc. 
X, und n muß dagegen in jedem Einzelfall. bei komplexen Systemen auch numerisch. 
durchgeführt werden. 
Beispiel 7.5 H arm 0 n i s ehe Li n e a r i sie run gei n e s sei b s t e r r e g te n 
S c h w i n ger s. Die EnlStehung des Zick-Zack·Laufes eines Eisenbahnradsal2.eS kann qualitativ 
dun:h eine für kleine Amplituden instabile und für große Amplituden durch den Spurkranz stark 
gedämpfte Bewegung erklart werden. DerZick·Zack-Lauf entspricht einem Grenzzykel. wie er bei der 
Van der Polschen Dirrerenlialgleichung beobachtet wird. Es ist dieserGrenzzykel durch harmonische 
Linearisierung zu berechnen. 
Lös u n g: Die Van der Polsche Differentialgleichung laulet 
Y+( - 20 + ey')Y+ y=O. (I) 
Dabei ist öderposilive Realteil der Eigenwerte des linearisiertcn instabilen Systems (e;O). Für große 
Amplituden ){t) ergibt sich wegen E > 0 eine starke Dampfung. 
Die Zustandsgleichungen sind gegeben durch 
m=[~1 210] [;H-E:'Y). 
T =' Ä . ';"' + '- -:f"'(r-:")"":; 
wobei nach (7.21) die Näherung 
f(r) = [F" 1',,] 
1'" Fn .'--,,----
Fit 
geiten soll. Mit der harmonischen Funktion (7.19) und den Vektoren 
findet man aus (7.23) 
Fj 1 = Fi2 = F21 = 0 . 
Ea' 
F11 =-- . 4 
Setzt man (2) bis (5) in (7.25) ein. ergibt sich 
a=~8: . 0=1. 
(2) 
(3) 
(4) 
(5) 
(6) 
Der Grenzzykel hat also die Amplitude A =..J 80/ c und wird mit dcrFrequenz 0= I durchlaufen. 
In Fig. 7.9 sind einige Lösungskurven dargestellt. 0 
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GREHllYKEL 
x, 
Fig.7.9: 
Grenzzykel der Van der Polschen 
Differentialgleichung 
Beispiel 7.6 H arm 0 n i s c heL i n e a r i sie run gei n e s r rem der r e g t e n 
Sc h w i n ger s. Die Aufbaufedern von Fahrzeugen haben einen nichtlinearprogressiven Verlauf. 
um Stöße bei großen Auslenkungen zu vermeiden. Dieses Vemalten kann durch einen Schwinger mit 
kubischer Feder beschrieben werden. der auf die Du(fingsche Differentialgleichung ruhn. Es soll der 
Frequenzgang mit der Methode der harmonischen Linearisierung berechnet werden. 
Lös u n g: Die Duffingsche Differentialgleichung lautet 
y+y+ayl=bcosn, . 
Folgt man nun den Ansatzen (7.19) und (7.21). SO gilt entsprechend 
y, = AcosO, 
und 
Aus (7.23) folgt dann 
i) r 
,- J (yl-k, y,)'dJ =0 
ukll 0 
oder 3 kll =-A2. 
4 
(I) 
(2) 
(3) 
(4) 
(5) 
Damit ist (1) in ein lineares Ersatzsystem mit einer amplitudenabhäogigen Eigenfrequenz übergeführt. 
Y+(I + ! aAl) y= bcosOI. (6) 
Zur Bestimmung der noch unbekannten Amplitude A wird (2) in (6) eingesetzt. Man findet dann die 
Beziehung 
3 -aA'+(I-O')A-b=O 4 . (7) 
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Dieses Polynom dritten Grades hat maximal drei reelle Wurzeln. die über der FrequenzDaufgetragen 
den Frequenzgang A(m. Fig. 7.10. ergeben. Die Resonanzstelle des ungedämpften Systems für 
n = 1 ist nicht mehr vorhanden, vielmehr ergibt sich für a> 0 eine endliche Amplitude A(D = 1) = 
V 4b 7 3a. Man sagt auch. daß der Frequenzgang nichtlinearer Systeme eine gebogene Rückgratlcurve 
~ 0 
Fig. 7.1O: 
Amplitudenfrequenzgang der 
Duffingschen Differentialgleichung 
A ((l) 
Ao+----
1 
GEBOGENE 
Ril:X6RATKURVE 
So überzeugend sich die Methode der harmonischen Linearisierung auch darstellt, so 
unsicher ist doch das Ergebnis. Vollständige Fehlerabschätzungen sind bis heute nicht 
möglich. 
7.3.2 Statistische Linearisierung 
Die statistische Linearisierung erlaubt eine qualitative Untersuchung nichtlinearer 
stochastisch gestöner Systeme. Die stochastischen Differentialgleichungen lauten 
entsprechend (7.17) wie folgt: 
X(I) = A .1'(1) + /(.1'(1» + h(l) . (7.26) 
wobei W(I) ein stationärer. normalveneilter und mittelwenfreier Prozeß ist. EI W(I») 
=0. 
Es wird nun vorausgesetzt. daß ein ebenfalls normalveneilter. stationärer Lösungs-
prozeß existien 
.1'(1) ~ Xs,(I). E{xs, x~} = p. • (7.27) 
und ungerade Kennlinien vorliegen. siehe (7.20). Dann wird die Nichtlinearität durch 
einen linearen Ansatz angenähen. 
/(.1') Q FSI x. 
und der Erwanungswen 
(7.28) 
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EIe;' e" 1 = Min 
des dabei auftretenden Fehlers 
elf = !(r" (t» - F" r,,(t) 
minimiert. Daraus folgt nach längerer Rechnung 
Fs, = F" (p.) . 
Das linearisierte Ersatzsystem hat somit die Form 
x(t) = (A + Fs, )r(t) + B w(t) . 
(7.29) 
(7.30) 
(7.31) 
(7.32) 
Es zeigt sich. daß zur Bestimmung des genäherten Lösungsprozesses stets die voll-
ständige Kovarianzmatrix p. benötigt wird. Dadurch ist die Kovarianzuntersuchung 
für nichtlineare Systeme besonders vorteilhaft. Wegen weiterer Einzelheiten wird auf 
Müller. Popp und Schiehlen [7.6] verwiesen. 
7.3.3 Untersuchung linearisierter Systeme 
Auf die Iinearisierten Systeme (7.25) und (7.32) können auch die im Abschnitt 7.2 
behandelten Methoden für lineare Systeme angewandt werden. Die S tab i I i -
t ä t s u n t e r s u c h u n g harmonisch Iinearisierter Systeme ist theoretisch nicht 
abgesichert. Trotzdem erhält man häufig richtige Ergebnisse. 
Die Iinearisierten Zustandsgleichungen (7.25) selbsterregter Systeme (be = b, = 0) 
haben stets ein Paar rein imaginärer Eigenwerte A'.2 = ± j (J) und sind deshalb nicht 
asymptotisch stabil. Man kann jedoch die orbitale Stabilität des Grenzzykels untersu-
chen. indem man das Systemverhalten in dessen Umgebung betrachtet. Dazu variiert 
man die Amplituden des Lösungsansatzes (7.19) mit einem Parameter Jl = I + E, 
E « L Orbitale Stabilität liegt dann vor, wenn die folgenden Bedingungen erfullt sind: 
Jl = I: 
(1- E) < Jl < I: 
1 <Jl < I+E: 
A1.2 = ± j (J). Grenzzykel 
Re A, < 0; j = 3(1)/1 ; 
Re AI.2 > O. Re Ai < 0; j = 3(1)/1 ; 
Re Ai < O. j = 1(1)/1 . 
Man erkennt. daß diese Bedingungen nur durch Plausibilitätsbetrachtungen zu be-
gründen sind. 
Die Fr e q u e n z g a n gun te r s u c h u n g harmonisch linearisierter Systeme 
führt auf eine amplitudenabhängige Frequenzgangmatrix, die in der Regelungstech-
nik unter der Bezeichnung • .Beschreibungsfunktion" eingeführt ist. 
F(.Q)=(jQE-A-Fh(xe.x,;QW'. (7.33) 
Ein einfacher Fall einer Frequenzganguntersuchung ist in Beispiel 7.6 zu finden. 
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Die Untersuchung von Zu fall s s c h w i n gun gen statistisch linearisierter 
Systeme erfordert die Kovarianzmatrix des Lösungsprozesses. Ausgehend von der 
Spektraldichtematrix Sw(CII) der Erregung erhält man für die Spektraldichtematrix der 
Lösung 
S.(CII) = F(CII; P. )BSwBTFT(-CII; p.) . (7.34) 
Für die Kovarianzmatrix der Lösung gilt andererseits 
p. = f S.(CII; P. )dCII, (7.35) 
--
eine Beziehung, die nur iterativ auf numerischem Weg gelöst werden kann: 
-
--
Iim p;i) = p •. (7.36) , ... -
Dieser Weg erfordert hohe Rechenzeiten, da die Iteration (7.36) ein uneigentliches 
Integral einschließt. 
Die Kovarianzuntersuchung eines statistisch linearisierten Systems rührt auf eine 
nichtlineare Ljapunovsche Matrizengleichung der Form 
(7.37) 
mit lI'(t) - (0, Qw) als weißem Rauschen . Diese Gleichung muß ebenfalls iterativ 
gelöst werden, ist aber rein algebraischer Natur. Darüber hinaus läßt sich die 
Konvergenz der Iteration beweisen, so daß die KovarianzuntersUChung theoretisch 
fundierte Ergebnisse liefert. Die Näherungsverfahren für nichtlineare Systeme gehen 
davon aus, daß sich ein quasi-lineares dynamisches Verhalten des Systems einstellt. 
Im besonderen werden also periodiSChe Lösungen gesucht Nichtiineare Systeme 
können aber auch ein stark irreguläres, chaotisches Verhalten aufweisen. Zu ihrer 
Untersuchung sind moderne Verfahren dernichtlinearen Dynamik erforderlich, siehe 
z.B. Moon [7.9] und Kreuzer [7.10). Auf Grund der Nichtlinearitäten und der nicht 
geringen Zahl von Freiheitsgraden treten in Fahrzeugen ohne Zweifel chaotische 
Schwingungen auf. Durch die gleichzeitig vorhandene stochastische Erregung ist die 
Unterscheidung zwischen chaotischen und stochastischen Schwingungen schwierig 
und auch meßtechnisch kaum möglich . 
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7.4 Optimierungsfragen 
Optimales Verhalten von Fahrzeugsystemen erhält man durch die Wahl geeigneter 
Parameter. Da der Fahrer keinen Einfluß auf den Zustand des Fahrweges hat, stehen 
als Entwurfsparameter nur die variablen Parameter p,. j = I (I )s. des Fahrzeugs und 
des Trag- und Fü!lrsystems zur Verfügung. Faßt man diese Parameter in einem s x 1-
Vektor 
p = [PI P2 ... p, JT 
zusammen, so lassen sich die Zustandsgleichungen (5.27) in der Form 
.t(/) = A(p, I)X(/) + B(p. 1)111(/) 
(7.38) 
(7.39) 
schreiben. Als Gütekriterium für die Optimierung stehen unter anderem die in Kapitel 
6 vorgestellten Beuneilungskriterien zur Verfügung. Diese lassen sich in instationäre 
Vorgänge (Fahrstabilität) und stationäre Vorgänge (Fahrkomfon, Fahrsicherheit) 
unteneilen. Ein allgemeines Gütekriterium hat deshalb die Form 
T T 
J = ~ J x~, .. , Qins .. , Xins' .. dl + ~ J xJ.. Q. .. , X" .. dl (7.40) 
o 0 
mit den 11 x n-Bewenungsmatrizen Q und der Vorgangsdauer T. Setzt man nun (7.39) 
in (7.40) ein, so bleibt die Forderung 
J = J(p) = Min. (7.41) 
Diese Optimierungsbedingung kann in der Regel nur numerisch mit geeigneten 
Strategien ausgewenet werden. 
Die Optimierung mechanischer Systeme ist vor allem in der Strukturdynamik weit 
entwickelt worden. siehe z.B. Haug [7.10). Es sind aber auch Arbeiten zur Para-
meteroptimierung von Mehrkörpersystemen bekannt, Bestie [7.11 J, die den Anforde-
rungen der Fahrzeugdynamik in besonderer Weise entsprechen. 
8 Longitudinalbewegungen 
Die Longitudinal- oder Vorwärtsbewegung ist bei allen Fahrzeugen als die gewünsch-
te Arbeits- oder Soll bewegung von entscheidender Bedeutung. Im besonderen hängt 
die Leistungsfahigkeit eines Fahrzeugs von den bei der Longitudinalbewegung 
erreichten Fahrleistungen ab, die im folgenden besprochen werden. In diesem Kapitel 
werden nur Kraftfahrzeuge betrachtet, deren Vorwärtsbewegung durch die Reifen-
elastizität einen besonderen Reiz hat. Von der ausführlichen Literatur zu Longi-
tudinalbewegungen seien die Werke von Mitschke [8.1] und Wong [8.2] genannt. 
8.1 Elastisches Rad 
Ein wichtiges Element von Antriebs- und Bremssystemen ist das elastische Rad, das 
in Abschnitt 3.4.4 ausführlich behandelt worden ist. An dieser Stelle sollen die für die 
Longitudinalbewegung wichtigen Beziehungen noch einmal zusammengestellt wer-
den. Die Kontaktkraftfil des elastischen Rades hängt nach (3.137) vom L ä n g s-
s chI u P f S ab, für den die letzte Definition in Tabelle 3.6 verwendet werden soll. 
Dann gilt 
(8.1) 
wobei fPl die Kraftschlußbeanspruchung ist und In die Normalkraft bedeutet. Für den 
Längsschlupf S unterscheidet man nach der An der Bewegung: 
S 
- VI 
A - , 
VI-I (8.2) 
Antriebsschlupf 
Bremsschlupf SB =vl . 
wobei VI = 1- wr,/ Vc ist, vgl. (3.107). Damit gilt: 
OSsA.BSI (8.3) 
und die Sonderfalle sind gegeben durch SA . B = 0 für reines Rollen, SA = I für Durch-
drehen (reines Gleiten) und SB = I für Blockieren (reines Gleiten). Die Unterschiede 
in der Kraftschlußbeanspruchung für den Antrieb und das Bremsen sollen hier 
vernachlässigt werden, !PA (SA) = !PB(SB) = fPl (SA. B). Typische Verläufe für die 
Kraftschlußbeanspruchung sind in Fig. 3.8 zu sehen. Die Kr a f t s chI u ß-
b e ans p ru c h u n g ist vielen Einflüssen unterworfen: 
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Reifenbauan, 
Reifenprofil, 
Fahrbahnobernäche, 
Fahrbahnzustand (naß, trocken), 
Geschwindigkeit, 
Radlast, 
Seitenkraft. 
Die Kraftschlußbeanspruchung kann deshalb im allgemeinen nur experimentell 
ermittelt werden. Die theoretischen Überlegungen in Abschnitt 3.4.4 sind dabei aber 
eine große Hilfe. Als Ergebnis findet man Diagramme wie in Fig. 8.1 gezeigt. Damit 
folgt noch einmal: 
• Ohne Schlupf können keine Kräfte übertragen werden. 
Normale Fahrzustände sind durch einen Schlupf von 3 - 10 % gekennzeichnet, d.h. es 
tritt nur Formänderung im Reifen auf, aber kein Gleiten auf der Fahrbahnobernäche. 
In Tabelle 8.1 sind einige typische Wene für die Haft- und Gleitreibungskoeffizienten 
Po und Jl zusammengestellt, welche die Kraftschlußbeanspruchung nach oben be-
grenzen. 
~Isl 
IIJ!ERGAHGSSOUUPf 
~. -1------- ---~ 
~ + ---------
I 
FO RHA MOE RUMGSSCHlUPF 
o 
GlEI1\O<lUPf 
I 
I 
I 
I 
5 
Fig.8. 1: 
Kraftschlußbeanspruchung 'P in Abhängigkeit 
vom Schlupf s 
Tab. 8. 1: Reibungszahlen zwischen Reifen und Straße 
Straße Haftreibung 110 Gleitreibung Jl 
Asphalt und Beton 
(lroCken) 0,8-1.0 0,75 
Asphalt (naß) 0,5 -0.7 0,45 -0,6 
Beton (naB) 0,8 0,7 
Schouer 0.6 0,55 
Schnee 0.2 0.15 
Eis 0.1 0,07 
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Die starken Schwankungen in der Kraftschlußbeanspruchung führen auf die bekann-
ten Schwierigkeiten beim Bremsen. Es ist deshalb wünschenswen, die jeweils 
mögliche maximale Kraftschlußbeanspruchung, den Kraftschlußbeiwen, voll aus-
zunutzen. Zu diesem Zweck sind A n t i bio c k i e r s y s t e m e (A B S) und 
A n tri e b s s chi u P fr e gel u n gen ( A SR) entwickelt worden, welche mit 
regelungstechnischen Mitteln die Nutzung des Kraftschlußbeiwenes gewährleisten. 
Eine ausf'tihrliche Beschreibung solcher Systeme sind bei Leiber, Czinczel [8.3] und 
Burckharcll [8.4] zu finden. 
Beispiel8.1 Re gel SIr eck e Fa h r z e u g rad. FüreindurcheinBremsmomenIMe=-M(l) 
beaufschlagles Fnhrzeugrad mil elaslischem Reifen soll ein lineares Modell für die Regelung der 
Rel3livgeschwindigkeil Up im Kontaklpunkt entwickelt werden. 
Lös u n g: Zur Lösung der 8esleillen Auf8abe können die Bewegungsgleichungen (3.50) des 
Rades mit Schlupfherangezogen werden. Als Lagekoordinaten müssen jedoch die Absolulbewegung 
Xc des Schwerpunktes C und die Relalivbewegung X,. im Kontaktpunkt P eingeführt werden. Dann 
gill mil (8.2) rur die kinemalischen Beziehungen unler Berücksichtigung der negati ven Konlaklpunkl-
geschwindigkeil vp: 
Vc = Xc . 
I I 
(J) = - Uc + - VI' . 
r r 
EingeselZl in (3.49) und (3.50) folgl 
" . I f, Xc = Vc =- ,. 
m 
_ . nrr 2 +lc , Xp=V, =- f,(ve.v,)--M(r). 
m1c Ic 
(I) 
(2) 
(3) 
Man erkennl.daß die Bewegung,gleichungen (2), (3) wegen der Konlaklkrafl!,( ve. vp) hochgradig 
nichtlinear sind. es ist also eine stark nichtlineare Regelstrecke gegeben. 
Betrachtet man nun den Beginn des Bremsvorgangs. so tritt in dieser Phase nur Formänderungsschlupf 
auf. und für die Konlaklkrafl bleibl 
v, I. =-k! •. 
ve 
wobei k eine Konstante ist. Weiterhin ist die Geschwindigkeitsänderung 6.Vc anfanglich gering. 
Vc::vco+Avc. I'" vcl « veo • 
Ivpl« veo 
(4) 
(5) 
wobei Veo die Anfangsgeschwindigkeit ist. Damit kann (4) Iinearisiert werden. Setzt man dann in (3) 
ein. so erhält man eine skalare PT1-Regelstrecke für die Kontaktpunklgeschwindigkeil 
. mr' + le k!. r M( ) vp+ -vp=-- I. 
mlc Vco le 
(6) 
Für diese PT,-Regelstrecke iSI ein klassischer RegIerenIwurf möglich. Dieser Weg wird bei ABS-
Bremssystemen allerdings nicht beschritten, sondern die Regelung erfolgt digital mit logischen 
Schaltungen, welche die starken Nichtlineariläten zu berücksichtigen gestauen. 0 
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FUr die Longitudinalbewegung des elastischen Rades ist noch eine andere Folge der 
Elastizität bedeutsam. der Roll w i der s t a n d (Rollreibung). Die ständige 
Deformation des viskoelastischen Gummireifens führt zu einem Energieverlus!. 
Dieser Energieverlust führt zu einem der Normalkraft proportionalen Roll-
widerstandsmoment MR. Fig. 8.2. Es gilt 
MR = "p, In = eIn = , [" . (8.4) 
x 
--+ 
/. 
...J fn el-- Fig.8.2: Krafte und Momeßle am elastischen Rad 
Der Rollwiderstand läßt sich also unterschiedlich interpretieren: entweder als Vorver-
lagerung der Normalkraft In um die Strecke e oder als Widerstandskraft [,,, die im 
Kontaktpunkt angreif!. Ein typischer Zahlenwert flir PKW-Reifen ist f{I, = 0.02. 
8.2 Gesamtfahrzeug 
Fürein zweiachsiges Kraftfahrzeug. Fig. 8.3. werden nun die Bewegungsgleichungen 
der Longitudinalbewegung aufgestellt. Nach dem Schniuprinzip werden die einzel-
nen Teilkörper getrennt in der vertikalen Ebene betrachtet. Das Fahrzeugmodell hat 
drei Freiheitsgrade. wenn die Einfederung der Radaufhängung vernachlässigt wird. 
Dies sind die Vorwärtsbewegung x und die Drehbewegung der beiden Achsen <{Iv. f{lH· 
In den Lagern treten jeweils zwei Reaktionslcräfte auf F.v. Fzv. FxJl. FzII . Auf die 
Fahrbahn werden die Normallcräfte Nv. Nil als Reaktionen übertragen. Als eingepräg-
te Kräfte und Momente wirken die Luftlrräfte WL. FL. ML auf den Aufbau. die 
Antriebs- und Bremsmomente Mv. MH zwischen Aufbau und Achsen. sowie die 
Tangentialkräfte des Kraftschlusses T v. T H. Der Rollwiderstand wird durch die Vor-
verlagerung des Angriffspunkts der Normalkraft berücksichtigt. er gehört natürlich 
auch zu den eingeprägten Kräften. 
Mit den in Fig. 8.3 erklärten Abmessungen findet man die folgenden Newtonschen 
und Eulerschen Gleichungen der ebenen Bewegung. 
Fig. 8.3: 
Ebenes Modell eines Kraftfahrzeugs 
a 
Fahrzeugaufbau: 
fAHRBAHH 
, ~, , 
mX = -mgsin a - WL - Fxv - FxH. (8.5) 
o = mgcosa -FL - F,v -FzH. (8.6) 
o =-ML+Mv+MH-(h-r)(Fxv+FxH)+/vF,v-IHFzH' (8.7) 
Vorderachse : 
mvX =-mvgsina+Fxv+Tv. 
o = F,v -Nv. 
Iv ipv = Mv -rTv -"I' Nv . 
Hinterachse: 
mHX =-mHgsina+FxH+TH. 
o 
(8.8) 
(8.9) 
(8.10) 
(8.11) 
(8.12) 
(8.13) 
Dabei ist m die Masse des Fahrzeugaufbaus. mv. mH sind die Massen der beiden Räder 
je Achse und Iv. IH deren Trägheitsmomente. Es stehen mit (8.5) - (8.13) neun 
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Gleichungen rur die neun Unbekannlen x. tpv. 11'11. Fzv. F zll. F,y. F zll. Nv. Nil zur 
Verfügung. 
Setzt man weiterhin einen konstanten Schlupf SA . 8 = const voraus. so erhält man 
weitere Zwangsbedingungen: 
.r 
IPV = 11'11 = - (I-S8) , 
Antrieb • (8.14) 
Bremsen. (8.15) 
Dann werden die Tangentia1kräfte T vund TII zu Reaktionskräften. die sich eliminieren 
lassen. Aus (8.8) und (8.10) bzw. (8.11) und (8 .13) findet man für die Achsen beim 
Antrieb: 
( 
Iv. 11 1 ) . 1 
mY.1I + -2- 1 X = -mv. 11 gsma + FzY.1I +- MV.II - WRY.II • , -~ , 
(8.16) 
Bremsen: 
( 
Iv. 11 ) . I mY.1I + --;2 (I-SB) X = -my. 11 gSIß a + FzY.1I + -; MY.II - WRY.II • 
(8.17) 
wobei die Rollwiderstandskraft WR gemäß (8.4) anstelle der vorverlagenen Normal-
kraft verwendet wird. Durch den Schlupf wird die verallgemeinene Masse des 
angetriebenen Rades vergrößen und diejenige des gebremsten Rades verkleinen. Der 
Schlupf wirkt sich also positiv auf das Bremsvermögen des Fahrzeugs aus. 
Weiterhin erhält man aus (8.5) und (8.16) oder (8.17) flir verschwindenden Schlupf 
S = 0 die Grundgleichung der Longitudinalbewegung 
( 
Iy + 111 ) My + MII . 
m+my+mll+ ,2 X= , -WL-WR-Gsma. (8.18) 
wobei W R = W RY + W RH den gesamten Rollwiderstand aller vier Räder umfaßt und 
G = (m + my + mll)g das Gesamtgewicht des Fahrzeugs darstellt. 
8.3 Luftkräfte und Luftmomente 
Die Luftkräfte und Luftmomente haben bei mittleren und hohen GeSChwindigkeiten 
einen großen Einfluß auf die Fahrleistungen von Automobilen. Auch im Rahmen der 
Energieeinsparung und der Wirtschaftlichkeit fallt der Aerodynamik von Kraftfahr-
zeugen eine wiChtige Rolle zu. 
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Der Luftwidersland läßI sich anschaulich auf drei Ursachen zurückführen: 
• Formwidersland. der durch die Turbulenz der Luflströmung am Fahrzeug-
heck en!Slehl und durch dessen Form nachhaltig beeinflußt wird (85 %). 
• Reibungswidersland. der durch die Scherströmung an der Karosserie her-
vorgerufen wird und von deren Oberfläche abhängt (10 %) und 
• Innenwidersland. der auf die Strömung durch die Karosserie zurückgehl 
(5 %). Die innere Strömung dient der Kühlung des MOlors und der Belüflung 
des Fahrgastraumes. 
Der Luflwidersland und damit die Luflkräfle gehen also in erSler Linie auf turbulenre 
Strömungen zurück. sie sind proportional zum Slaudruck 
I 2 
PL = 2 PUL' (8.19) 
wobei pdie Lufldichte und IJL die Anströmgeschwindigkeil sind. Die Luflkräfle lassen 
sich nun mil einer charakterislischen Fläche A. dem dimensions losen Beiwert C und 
dem Radsland I ausdrücken. Der Luflwidersland beträgt 
WL = CW ApL • (8.20) 
die Auftriebskrafl ist 
FL =cAApL. 
und das Windmoment berechnet sich zu 
ML=cMAlpL . 
Tab. 8.2: Luftwiderstandsbeiwerte verschiedener Fahrzeuglypen 
Fahneugart Luftwiderstandsbeiwen Cw 
PKW 0.3 -0.4 
Bus 0.6 - 0.7 
LKW 0.6-1.0 
MOlorrnd 0.6 
Daneben können bei der Lateralbewegung die Seilenkraft 
SL = CN APL 
und das Giermoment 
MLz = CM: AI PL 
(8.21) 
(8.22) 
(8.23) 
(8.24) 
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bedeutsam sein. Die Beiwene c hängen wie oben beschrieben. ganz wesentlich von 
der Karosserieform und der Anslrömrichtung ab. Die Anslrömung von vom fühn auf 
den Luftwiderstandsbeiwen Cw. für den einige Wene in Tabelle 8.2 angegeben sind. 
Die Beiwene werden experimentell ermille1t; sie werden heute bei jedem neuen 
Fahrzeug im Windkanal in aufwendigen Versuchen optimien. Maßgebend für den 
Luftwiderstand ist aber nicht nur der Beiwen cw. der häufig auch in der Werbung 
erscheint, sondern auch die Stimfläche A des jeweiligen Fahrzeugs. 
8.4 Antriebs- und Bremsmomente 
Die Antriebs- und Bremsmomente wirken je nach Bauan des Fahrzeugs auf die Vor-
der- und I oder Hinterachse. 
MV.II = MAnlricbV.II-MS",m,V.II . (8.25) 
Das Bremsmoment MB(t) wird von der Bremsanlage erzeugt und vom FahrerUberdas 
Bremspedal bestimmt. Das Bremsmoment ist deshalb eine beliebige Funktion der 
Zeit r. 
Das Antriebsmoment bedarf einer näheren Betrachtung; es wird vom Motor erzeugt 
und über das Getriebe auf die Achsen übenragen . Im Antriebsstrang Ire'en die 
Übersetzungen io und ia von Differential und Getriebe auf. und es sind die Trägheits-
momente la und IM von Getriebe und Motor zu berücksichtigen. Für den Motor wird 
dabei ein mittleres. konstantes Trägheitsmoment zugrunde gelegt. Weiterhin ist der 
Wirkungsgrad 11 des Getriebes eine wichtige Kenngröße. Der Wirkungsgrad für 
Schaltgetriebe liegt bei 11 = 0.9. von Automatgetrieben werden etwa 11 = 0.85 erreicht. 
Bei Vorderradantrieb als Beispiel erhält man so das Antriebsmoment 
(8.26) 
Das Motormoment MM ist wiederum drehzahlabhängig und zeigt den in Fig. 8.4 dar-
gestellten typischen Verlauf. Die Motordrehzahl WM ist dabei mit der Fahrzeug-
geschwindigkeit x wie folgt verknüpft. 
. . .t 
(J)M = 'OlG - . , (8.27) 
Damit nimmt die Grundgleichung der Longitudinalbewegung (8.18) die folgende 
Form an 
Nt X = Ä - B - G sin a - WL - WR (8.28) 
mit den Abkürzungen für die verallgemeinene Masse 
M" Iv +/11 '2
/a '2·2 IM 
=m+mV+mll+ ,2 +'02+'o'a2' r r 
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...... __ ,lEISIU N6S HAXIHUH 
_0 - - _ VERBRAUCHSHIHIHUH 
1/...... ........ ....... 
Fig.8.4: 
Motonnomenl M",in Abhängigkeit von der 
MOlororehzahl "'" bei einem 
Verbrennungsmotor 
die Antriebskraft 
A" I .. M (') ; - 1/ 'V 'G MX, 
r 
die Summe der Bremskräfte 
" I 
B; - (MBY +MBU), 
r 
die Gewichtskraft 
G ; (m + my + ml/ ) g . 
den Luftwiderstand 
WL ; WL(i2) 
und den Rollwiderstand 
WR ; !p, Gcosa. 
I ~I 
I I 
I I 
I WMmox 
In Gleichung (8.28) sind zahlreiche Näherungen eingegangen, wie z.B. der ver-
schwindende Schlupf und das zeitinvariante MotoIträgheitsmoment, um nur einige zu 
nennen. 
Beispiel 8.2 B c s chi e uni gun gei n c s K ra f I f 3 h r z e u g s. Zur Berechnung der 
Beschleunigung eines Kranfahrzeugs auf horizontaler Straße sind die folgenden Daten gegeben: 
Gesamtgewicht m + mv + mH = 1200 kg. 
Trägheitsmoment einer Achse Iv;;;; IH ;;;; 3 kg m1• 
TrägheiismomenlGetriebe Ic = O. 
TrägheitsmomenlMolor/Gctriebe IM = I kg m' , 
ÜbcrsctzungsverhäJtnis iD iG = 4. 
Radius des Rades r = 0,3 m. 
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Motonnoment 
Motordn:hzahl 
Wirkungsgrad 
Brcmskr!1ftc 
Steigung der Fahrbahn 
Stirnn:lche 
Luftdichte 
Luflwiderstandsbciwcrt 
Rol1widerstandsbciwcrt 
MAI = 300 Nm. 
cu" = 360 s·'. 
'1 = 0.9. 
B =0. 
a =0. 
A = 2 m'. 
p = l.2kg/m'. 
Cw = 0,3. 
q;, = 0.02. 
Lös u n g: Die Beschleunigung kann mit der Grundgleichung (8.28) bestimmt werden. Dafür 
müssen aber noch einige zus!ltzliche Daten bereitgestellt werden, 
Die Fahneuggeschwindigkeit folgt mit (8.27) zu 
v =.i = (J)M r = 97 km I h . 
'D 'G 
Der Luftwider.;und IV. bctr~gt mit (8.19). (8.20) und (I) 
Für den Rollwidcrstand findet man mit (8.4) 
W« = q;,(m + mv + mlt)g = 230N . 
Weiterhin folgt für die Antriebskrafl 
Ä =.!. 'liD ia M" = 3600N 
r 
und die verallgemeinerte Masse 
Damit bleibt für die Beschleumgung 
a = i = -!- (Ä - IV. -IV.) = 2.5m I " . 
M 
(I) 
(2) 
(3) 
(4 ) 
(5) 
(6) 
Man erkennt. daß die rotierenden Massen von Motor und Rädern nur einen geringen Einnuß 3U( die 
Beschleunigung haben. 0 
8.5 Fahrleistungen 
Es werden nun einige charakteristische Kenngrößen für Fahrleistungen vorgestellt. 
Die H ö c h s t g e s c h w i n d i g k e i t wird für horizontale Fahrbahnen definiert. 
Mit a = 0, iJ = 0 und X = 0 folgt aus (8.28) die Bestimmungsgleichung für die 
Höchstgeschwindigkeit 
(8.29) 
Fig.8.5: 
Fahnustandsschaubild. Antriebs- und 
Widerstandskräfte in Abhängigkeit von der 
Fahrzeuggeschwindigkeit V für verschiede-
ne GelricbeüberselZungcn 
AINI 
UlJOO 
BIXIO 
6000 
4000 
lIXIO 
o 
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GETRIEBEUBERSETZUH& 
1=10 ' 10 
ANTRIEBSKRAFT A 
-----------
20 40 
IUF1WIOERSTAHO Wl 
UHO 
ROURElBUH6 WR -... 1=3,5 
I=Z,5 
60 v Im/5J 
Eine grafische Auswenung zeigt das Fahrzustandsschaubild, Fig. 8.5, dem das 
Motorkennfeld, Fig. 8.4, und verschiedene Gänge oder Getriebeübersetzungen zu-
grunde liegen. 
Die S te i g f ä h i g k e i t läßt sich für kleine Steigungen p = tan a ~ sin a, cos a 
~ I mit X = 0, B = 0 ebenfalls aus (8.28) ennitteln, 
(8.30) 
Die maximal zur Verfügung stehende Antriebskraft Amax und die zugehörige Ge-
schwindigkeit v(Amax ) können wiederum aus dem Fahrzustandsschaubild ermittelt 
werden. 
Zur Ermittlung der Fa h r g ren zen bei maximaler Beschleunigung und bei 
B rem s u n g mit maximaler Verzögerung müssen zusätzlich die Tangentia\kräfte 
TV.H bestimmt werden. Dafür stehen die Gleichungen (8.10) und (8.13) mit (8.14), 
(8.15) und (8.28) zur Verfügung. Vernachlässigt man die Trägheitsmomente der 
Räder. so folgt direkt aus (8.10) bzw. (8.\3) für die Tangentia\kräfte 
TV .H = -BV.H - WRV./1 • (8.31) 
wobei die Bremskräfte BV.H = MBV.H / r verwendet werden. Die maximal mögli-
chen Tangentialkräfte können dann mit dem Kraftschlußbeiwen l{Jmax undder Radlast 
der Vorder- und Hinterachse F,v. F,/1 bestimmt werden, die aus (8.6) und (8.7) folgen. 
TV.Hmax ~ l{Jmax F,V.H . (8.32) 
Entsprechende Untersuchungen kann man für die den Antrieb kennzeichnenden 
Fahrgrenzen durchfUhren. Dabei zeigt sich, daß der Allradantrieb zu einem wesentlich 
verbessenen Beschleunigungsvermögen von Fahrzeugen fühn, was sich im beson-
deren im Winterbetrieb günstig auswirkt. Einzelheiten dazu sind bei Maretzke, 
Richter [8.5) zu finden. 
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Dem K r a fIs I 0 f f ver b rau c h komml heule ebenfalls eine große Bedeulung 
zu. Dabei iSI zu beachlen. daß das Verbrauchsminimum eines Verbrennungsmolors 
unler seinem Leislungsminimum liegl. Fig. 8.4. Der niedrigsIe Kraflsloffverbrauch 
wird im unIeren bis minieren Drehzahlbereich erreicht Auf diese Eigenschaflen eines 
Verbrennungsmolors kann man im besonderen bei der Gelriebeauslegung RücksichI 
nehmen. Mil dem fünflen Gang kann das Fahrzeug sehr winschaftlich belrieben 
werden. es erreichl seine Höchslgeschwindigkeil dann allerdings im vienen Gang. 
siehe Fig. 8.5. 
9 Lateralbewegungen 
Die Lateralbewegung von Fahrzeugen wird für Kraftfahrzeuge und Eisenbahnen 
getrennt betrachtet. Infolge der unterschiedlichen Bindungen erfordern diese 
Fahrzeuganen ein jeweils anderes Vorgehen. Im Gegensatz zu den Kraftfahrzeugen, 
die mit einer aktiven Lenkung ausgestattet sind, haben die Eisenbahnen eine passive 
Spurführung. Bei den Kraftfahrzeugen wird die Fahrstabilität erst im Zusammen-
wirken von Fahrer und Fahrzeug erreicht. 
9.1 Kurshaltung von Kraftfahrzeugen 
Die Untersuchung der Kurshaltung von Kraftfahrzeugen ist ein äußerst komplexes 
Problem. Wesentliche Aussagen lassen sich aber bereits mit dem stark vereinfachten 
Modell von Riekert und Schunck [9.1) aus dem Jahre 1940 gewinnen. Diesem Modell 
liegen die folgenden Aussagen zugrunde: 
• konstante Fahrgeschwindigkeit. keine Longitudinalbeschleunigung; 
• verschwindende Fahrzeugbreite, keine Rollbewegung; 
• konstante Radlasten, keine Hub- und Nickbewegung; 
• kleine Bewegungen, lineare Reifenkräfte; 
• masselose Räder. 
Damit ergibt sich das in Fig.9.1 dargestellte Fahrzeugmodell. 
9_1.1 Elastisches Rad 
Für die Kurshaltung von Fahrzeugen ist das elastische Rad das wichtigste Element, es 
ist in Abschnitt 3.4.4 ausflihrIich behandelt worden. An dieser Stelle werden die 
wichtigsten Beziehungen noch einmal zusammengestellt. Dabei ist der Schräglauf-
winkel a, und mit ihm der Quer- oder Seitenschlupf 112, siehe (3.110), (3.11 I), die 
Ursache der Seitenkräfte 
f,2 = 'P2 (a)!. (9.1) 
mit der Normalkraft In. Der Verlauf der Kraftschlußbeanspruchung 'P2 ist in Fig. 9.2 
zu sehen. Der Angriffspunkt der Seitenkraftf,2 ist um den Nachlauf "S gemäß (3.129) 
nach hinten verschoben. Für kleine Schräglaufwinkel a« 1 und eine konstante 
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V: consl 
SClIWIHHWIHKEl ~ 
HltIENTAliPOl 
-----------
Q 
- - -- ---- -
Fig. 9. 1: 
Vereinfachles Fahrzeugmodell nach 
Rieken und Schunck 
Fig.9.2: 
Seilen-KraflSChlußbeanspruchung q;, 
eines Reirens in Abhängigkeit vom 
Schräglaufwinkel a 
Nonnalkraft f. = const folgen mit Fig.9.2 eine linear vom Schräglaufwinkel abhän-
gige Seitenkraft und ein konstanter Nachlauf 
/'2 = ks a. ns = consl . (9.2) 
Dabei ist ks der Seitenkraftbeiwen. Gemäß (3.114) und (3.129) gilt ks = 2k2a2 bzw. 
"s = a /3 . 
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Der Seitenkraftbeiwen und der Nachlauf werden im allgemeinen experimentell 
ermittelt. Zahlenwene sind bei Mitschke [9.2] zu finden. Für Überschlagsberech-
nungen kann man ks = 600 NI grd und ns = 3 cm als charakteristische Wene heutiger 
Personenkraftwagen verwenden. 
9.1.2 Fahrzeugmodell 
Als Gesamtfahrzeug wird das Modell nach Fig. 9.1 mit elastischen. masselosen 
Rädern betrachtet. Damit liegt ein System mit einem starren Körper vor. der in der 
Horizontalen eine ebene Bewegung ausführt. Es wird eine konstante Fahr-
geschwindigkeit v = const vorausgesetzt, was einer nichtholonomen Bindung ent· 
spricht Die nichtholonome Bindung hat ihre Ursache in dem stark vereinfachten 
Modell; reale Fahrzeuge unterliegen nur holonomen Bindungen. Zur Aufstellung der 
Newton·Eulerschen Gleichungen wird das fahrzeugfeste. bewegte Koordinaten-
system {C. e.J benutzt. das eine einfache Beschreibung der Reifenkräfte gestattet. 
Als verallgemeinene Koordinaten zur Beschreibung der f = 3 Freiheitsgrade werden 
die Schwerpunktskoordinaten x. y im Inenialsystem (O. e t J und der Gierwinkel VI 
verwendet. Infolge der nichtholonomen Bindung 
(9.3) 
verbleiben g = 2 verallgemeinene Geschwindigkeiten. der Schwimmwinkel ßund die 
Gierwinkelgeschwindigkeit 'i!. Der Schwimmwinkel ß kennzeichnet dabei die 
erKomponente der Fahrzeuggeschwindigkeit und stellt somit eine normiene Ge· 
schwindigkeit dar. Damit lauten die kinematischen Beziehungen für die ebene Be-
wegung im Inertialsystem 
i=ucos(VI+ß). } 
y= usin(VI+ß) . 
'i! = 'i! . 
während im fahrzeugfesten System 
Ut = vcosß. ) 
U2 = usinß • 
WJ = 'i! 
(9.4) 
(9.5) 
bleibt. Man erkennt. daß die Bindung (9.3) durch beide Darstellungen (9.4) und (9.5) 
gleichermaßen erfüllt wird. 
Die Beschleunigungen erhält man für das bewegte fahrzeugfeste System gemäß 
Abschnitt 2.2.3 in der Form 
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al vcosß - u/3sinß 0 -.p 0 ucosß 
a2 - V sin ß + u/3 cosß + +.p 0 0 usinß (9.6) 
a3 0 0 0 0 0 
Setz! man weiterhin u = const und kleine Winkel ß « I voraus. so bleibt 
al =-uß.p. 
) a2 = u(.p + /3) • 
a3=iit. 
(9.7) 
oder in Matrizendarstellung 
al 0 0 -uß .p 
a2 - u 0 
[:]+ 
u.p (9.8) 
a3 0 I 0 
mit der 3 x 2-Jacobimatrix L und dem 2 x I-Vektor 4(1) der verallgemeinenen 
Geschwindigkeiten . 
In den Kontaktpunkten treten die Quergeschwindigkeiten ~v und Vul auf. die sich für 
kleine Schräglaufwinkel aV.1I und einen kleinen Radeinschlag Öv nach Fig. 9 .1 wie 
folgt berechnen: 
~v = (Öv -av) u = uß+/I' .p . (9.9) 
~II= -all u = uß-III.p . 
Daraus erhält man unmittelbar für die Schräglaufwinkel 
"- Iv .p av = uy -ß--. 
u 
111 .p 
al/ =-ß+- · 
u 
(9.10) 
(9.11) 
(9.12) 
Der Radeinschlag Sv wird wiederum durch den Lenkeinschlag bestimmt. wobei nur 
die Lenkungselastizität berücksichtigt wird. Das Momentengleichgewicht für das 
Vorderrad ergibt 
CL (~~ -Sv )=(lIk+IIS)SV. (9.13) 
9.1 Kurshaltung von Kraftfahrzeugen 265 
wobei CL die reduzierte Drehfederkonstante der Lenkung ist und lh den Lenkein-
schlag, iL die Übersetzung des Lenkgetriebes, nk den konstruktiven Nachlauf, ns 
den Nachlauf des Reifens und Svdie Reifenseitenkraft bedeuten. Auf der rechten Seite 
von (9.13) steht also das Reifenruckstellmoment des Fahrzeugs. Vernachläßigt man 
die Reifenelastizität, CL -+ 00, so folgt aus (9.13) 
(9.14) 
d.h. der Radeinschlag ~ kann unmittelbar als Stellgröße ftir die Kurshaltung des 
Fahrzeugs gewählt werden. 
In den Kontaktpunkten der Räder treten die longitudinalen und lateralen Reifenkräfte 
T V.II und Sv. H auf. Das Fahrzeug wird daruber hinaus durch den Luftwiderstand W L, 
die Seitenwindkraft SL und das Luftmoment Mu. beaufschlagt Für kleine Schlüpfe 
gilt weiterhin 
TV.H « N, SV.H« N . (9.15) 
Die Newton-Eulerschen Gleichungen lauten mit (9.8) und den oben beschriebenen 
Kräften und Momenten unter Vernachläßigung quadratisch kleiner Tenne 
0 0 -mvljIß Tv+TH -WL 
mV 0 [:]+ mvljI = Sv +SH +SL (9.16) 
0 I 0 Sv/v -SH/H +MLZ 
Dabei sind m die Masse und I das Trägheitsmoment des Fahrzeugs. Die Bewegungs-
gleichungen folgen aus dem Iourdainschen Prinzip (2.96), was im vorliegenden Fall 
eine Linksmultiplikation von (9.16) mit L Taus (9.8) bedeutet: 
[m~2 ~] [!]+[m~2lj1]=[SVV~S:;HS~:S~LZl (9.17) 
Als Reaktionskraft zur nichtholonomen Bindung (9.3) findet man aus (9.16) 
Tv +TR = WL -mvljIß, (9.18) 
wobei entsprechend dem einfachen Modell die Auf teilung der Reaktionskraft (T v + 
TR) auf die beiden Achsen nicht mehr möglich ist. Beachtet man nun noch das 
linearelastische Verhalten der Reifen bei den gewählten kleinen Seitenkräften (9.15), 
so gilt 
SV.H = kV.H aV.H . (9.19) 
Setzt man die Schräglaufwinkel (9.11) und (9.12) ein, so folgen aus (9.17) und (9.19) 
die Differentialgleichungen des Riekert-Schunck-Modells zu 
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m v(J + (ksv +kSH) ß+( m v+ ksvlv ~kSI/II/) Yt = SL + ksv <Sv. (9.20) 
I tii+.!.(kSV I~ + kSl/ln) Yt + (ksv Iv -ksl/ll/)ß = Mu. +ksvlv <Sv . 
V 
(9.21) 
Diese Gleichungen eignen sich zu einer grundsätzlichen Untersuchung der stationären 
Kreisfahn und der Fahrstabilität von Kraftfahrzeugen. 
9.1.3 Stationäre Kreisrahrt 
Für die stationäre Kreisfahn können bei verschwindenden Windkräften und ·momen· 
ten der Schwimmwinkel und der Kreisradius berechnet werden. Dazu werden die 
folgenden Voraussetzungen getroffen: 
SL = Mu. = 0 . (9.22) 
tii = (J = o. Yto = const. ßo = const . (9.23) 
Durch Vergleich mit (9.8) erkennt man. daß (9.23) in der Tat stationäres Verhalten 
bedeutet. Das Fahrzeug bewegt sich mit konstanter Geschwindigkeit V gemäß (9.3) 
und mit konstanter Winkelgeschwindigkeit Yto wegen (9.23). so daß der Radius R der 
Kreisbahn des Massenmittelpunktes C aus 
R=~ 
Yto 
(9.24) 
in Abhängigkeit vom Radeinschlag bestimmt werden kann. 
Aus (9.20) und (9.21) erhält man mit (9.22) und (9.23) das lineare. inhomogene 
Gleichungssystem 
( 
ksv Iv - kSI/II/) . (ksv + kSI/ ) ßo + m V + V "'0 = ksv Sv • (9.25) 
ksv I~ + kSI/ I~ 
(ksv Iv - kSlllu) ßo + Yto = ksv Iv <Sv . (9.26) 
v 
Nach Multiplikation von (9.25) mit Iv. Subtraktion von (9.26) und Berücksichtigung 
von (9.24) bleibt rür den Schwimmwinkel 
ßo=- 1- mV 111 ( Iv 2) 
R kS1/11i1 
(9.27) 
mit dem Radstand I = Iv + 1/1. 
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Dabei kennzeichnet der erste Tenn das Verhalten der starren Räder, während der 
zweite Tenn den Einfluß der elastischen Räder (Seitenkraftbeiwert kSH) deutlich 
werden läßt. Setzt man nun (9.27) in (9.25) ein, so folgt mit (9.24) nach einer 
Zwischenrechnung 
J<.. _ I (I kSHIH -ksvlv 2) vv -- + mV . 
R ksv kSH 12 
(9.28) 
Das Lenkverhalten ändert sich also mit dem Quadrat der Geschwindigkeit sofern die 
Differenz (kSH IH -ksvlv) nicht verschwindet. Man nennt dies in der Fahrzeugdynamik 
Unter- oder Übersteuern. Für 
kSH IH > ksv Iv (9.29) 
liegt U n t e r s t e u ern vor, d.h. der Radeinschlag {j V ist größer als bei neutralem 
Verhalten. Andererseits besagt 
kSH 11/ < ksv Iv (9.30) 
genau das Gegenteil, d.h . der Radeinschlag {j v ist kleiner. Übe r s te u ern d e 
F a h r z e u g e erfordern also einen geringeren Radeinschlag und somit weniger 
Lenkarbeit des Fahrers; sie erscheinen auf den ersten Blick günstiger. 
9.1.4 Fahrstabilität 
Die Fahrstabilität wird bezüglich der Geradeausfahrt mit {j v = 0 bei verschwinden-
dem Wind SL = Mu. = 0 untersucht. Dann erhält man aus (9.20) und (9.21) ein 
homogenes Differentialgleichungssystem für die verallgemeinerten Geschwindig-
keiten. das sich in Matrizenfonn wie folgt anschreiben läßt: 
ksv +ksli 
[ß] - mV i{I ksv Iv - kSH IH 
I 
-1- ksvlv -ks/l 11/ 
mv2 
ksv I~ + kSH f/i 
Iv 
(9.31) 
Für die Fahrstabilität sind die Eigenwerte der Systemmatrix A maßgebend, siehe 
Abschnitt 7.2.1. Diese findet man aus der charakteristischen Gleichung 
det(ÄE-A)=A2 +aIA+a2 =0 (9.32) 
mit den charakteristischen Koeffizienten 
ksv + kSH ksv I~ + kSH lli 
al = + ""::":-'-:-=-"-
mv Iv 
(9.33) 
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und 
ksv kSII12 (I kS1I11I - ksv 11' 2) a2 = + mU . 
m U ksv kSII12 
(9.34) 
Die Eigenwene von (9.32) lauten 
A.12 = -~±~ af -a2 . 
. 2 4 
(9.35) 
Asymptotische Stabilität ist nach Abschnitt 7 .2.1 gegeben, wenn negative Realteile 
vorliegen. Die charakteristischen Koeffizienten müssen dafür die Hurwitz-Bedingun-
gen 
(9.36) 
erfüllen. Im vorliegenden Fall istat >0 nach (9 .33) stets erfüllt Die zweite Bedingung 
ist ftir umenaeuernde Fahrzeuge (9.29) ebenfalls stets erfüllt. während für über-
steuernde Fahrzeuge (9.30) eine kritische Fahrgeschwindigkeit nicht überschritten 
werden darf. 
U2 _ I ksv kSII1
2 
ml - m ksv Iv - kSII11l 
(9. 37) 
Dies bedeutet. daß übersteuernde Fahrzeuge instabil werden können. Moderne Fahr-
zeuge werden leicht untersteuemd ausgelegt und sind damit stets stabil. Die größere 
Lenkarbeit des Fahrers ist der Preis rur die sichere Fahrstabilität. 
Btispiel9.1 Fahrstabilil:ll eines Kraftrahrzeugs. UntcrderVoraussetzungder 
Ulngssymmelrie eines Kraftfahrzeugs kann das Riekert-Schunk-Modell zur näherungsweisen Ab-
schlltzung der Fahrstabilit!tt hcrangerogen werden. Die Reifen werden so ausgewählt . daß vorne und 
hinten der gleiche Seitenkraftbeiwert ksv = i SH = 2400 N I rad zum Tragen kommt. Es ist die kritische 
Geschwindigkeit ~nt in Abhangigkeit von der SChwerpunktslagc bei einem Radstand von 1= 3 m zu 
bestimmen. Oie Fahrzeugmasse ist m ;;;; 1200 1::g. 
LO s u n g: FUhrt man den Schwerpunktsabstand Iv von der Vorderachse als Variable ein. so gilt 
zunächst 
IH = I - Iv · (I) 
Setzl man diese Beziehung in (9.37) ein. so bleibt millcsv ;;;; kSII = ks 
k, I 1 
Uml = - . 
m 2(lv 11) - t 
(2) 
Mit den gegebenen Daten beträgt der Faktor..J k, 11 m =..J6 m 1 s = 2.4 m 1 s. Das Ergebnis ist in 
Fig. 9.3 zu sehen. Man erkennt. daß die kritischen Geschwindigkeiten bei hetklastigen Fahrzeugen 
niedrige Werteannehmenkönnen. Dies ist der Grund. weshalb heute fastausschließlich Fahrzeuge mit 
Fronlmolor gebaul werden. 0 
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Fig. 9.3: 
Kritische Geschwindigkeit l>.:.ril eines 
Kraftfahrzeugs abhängig von der 
Schwerpunl:lSlage Iv 11 
1 
9.1.5 Experimentelle Untersuchungen 
UNlERS1EUERN 
Die komplexen Vorgänge bei den Lateralbewegungen von Kraftfahrzeugen erfordern 
auch heute noch ein aufwendiges Versuchswesen, das bei den meisten Automobilher-
stellern gut ausgebaut ist. Im besonderen ist auch eine spezielle Meßtechnik für 
fahrzeugdynamische Untersuchungen entwickelt worden, siehe z.B. Zomotor [9.3]. 
Darüber hinaus sind zur Absicherung theoretischer Modelle Vergleiche zwischen 
Rechnung und Messung durchzuführen. Dazu hat Pankiewicz [9.4] die Lateralbewe-
gung betreffende Ergebnisse veröffentlicht, die eine befriedigende Übereinstimmung 
zwischen Simulation und Versuch zeigen. 
Die Fragestellung der Absicherung von Simulationsergebnissen, die auf theoretische 
Modelle zurückgehen, wird heute in der Simulations technik unter dem Stichwort der 
Validierung, manchmal auch der Verifizierung, diskutiert. Mit den stark zunehmen-
den Kosten im Versuchswesen einerseits und der immer höheren Leistung von 
Rechenmaschinen andererseits wird dieser Fragestellung in der Fahrzeugdynamik in 
Zukunft noch größere Bedeutung zukommen. 
9.2 Fahrsmbilität von Eisenbahnen 
Die Lateralbewegung von Eisenbahnen findet sich bereits beim reinen Rollen infolge 
des Sinuslaufes. Die zugehörigen Differentialgleichungen sind in Beispiel 7.2 bereits 
untersucht worden. Unter Berücksichtigung des Kraftschlusses kann aber ein 
Eisenbahnradsatz auch eine von der Longitudinalbewegung unabhängige Lateral-
bewegung ausführen. Das grundSätzliche Stabilitätsverhalten von Eisenbahnen läßt 
sich bereits an einem einzelnen Radsatz studieren. Dazu werden nun die in Beispiel 
3.5 aufgestellten Bewegungsgleichungen wieder aufgegriffen und näher untersucht. 
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9.2.1 Bewegungsgleichungen eines Radsatzes 
Die Bewegungsgleichungen (27) aus Beispiel 3.5 werden für die Stabilitäts· 
unJersuchung wie folgt vereinfacht. Die Kontaktkraftkoeffizienten werden auf das 
Gewicht G = mg des Radsatzes bezogen. für die 1- und 2-Richtung gleichgesetzt und 
in der 3-Richtung vernachlässigt. Dann gilt 
1 1 Ilt = -hmg. 122 = -hmg. 123 = 133 = 0 (9.38) 
2 2 
mit dem KraftschlußkoeffizienJen h. Das Trägheitsmoment bezüglich der I-Achse 
wird angenähert durch /t = ma2, d.h. die Radrnasse wird in ihrem Massenmittelpunkt 
zusammengefaßt. was nach Beispiel 2.8 zu vertreten ist. Das TrägheitsmomenJ 
bezüglich der 2-Achse wird durch h = .!.mrJ ersetzt. Damit bleibt 
2 
hg 
1-U 
ro 1-U 00 
2a 
gOo 
a 
hgaOo 
ro 
(9.39) 
Durch die obigen Vereinbarungen ist in den Bewegungsgleichungen (9.39) die Masse 
herausgefallen. was die folgende Stabilitätsanalyse erleichtert. 
9.2.2 Stabilität eines freien Radsatzes 
Das Bewegungsverhalten eines freien Radsatzes wird für verschiedene Geschwindig-
keiten untersucht. Dabei zeigt sich, daß ein Radsatz ein grundsätzlich instabiles 
Bauelement ist. das erst im Zusammenwirken mit dem Gesamtfahrzeug seine Aufgabe 
erfüllen kann. 
Für se h r k lei n e Ge s c h w i n d i g k e i t e n ist alleine der Kraftschluß maß-
gebend. Es verbleiben von den Bewegungsgleichungen (9.39) nur die direkt vom 
Kraftschluß abhängigen Terme 
o 
hga2 
tIo 
Die charakteristische Gleichung lautet für dieses System 
A 1 
det ~ (hga)2 =0 
ro Uo 
(9.40) 
(9.41) 
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oder 
Ä,2+ Öo V6=0. 
rOa 
Beachlel man noch die Abkürzung (23) aus Beispiel 2.7. so bleibt 
Ä,1,2 = ± i ~ I Va. 
roq 
(9.42) 
(9.43) 
was genau der Frequenz des Sinuslaufes entspricht. siehe (30) in Beispiel 7.2. Im 
Gegensatz zu Beispiel 2.7 und 7.2 iSI hier keine Zeitnormierung vorgenommen wor-
den. so daß in (9.43) noch die Fahrgeschwindigkeit Vo auftritt 
Für k lei n e G e s c h w i n d i g k eil e n bestimmen Gewicht und Kraftsehluß 
die Bewegung. Die entsprechenden Anteile der Bewegungsgleichungen (9.39) sind 
hg 
Va 
o 
o -hg 
(9.44) 
o 
Nach dem Hurwitz-Kriterium (9.36) liegt nunmehr asymplotische Stabilität vor. Die 
Gewichtskraft fUhrt im Zusammenwirken mit dem Kraftschluß zu Energiedissipation. 
so daß ein gedämpfter Sinuslauf entsteht. Das zugehörige Lehrsche Dämpfungsmaß 
ist 80 Va 
D - ha _ I ~ Soro (9.45) 
- 2 ~ So V5 - 2 h2a 
loa 
und für die Eigenfrequenz bleibl 
WD = Wo ~1-D2 • 
wobei Wo die Eigenkreisfrequenz im ungedämpften Fall bedeutet. 
(9.46) 
Für mit tl e r e Ge sc h w i n d i g k eil e n bestimmen Gewicht. Kraftschluß 
und Trägheit die Bewegung. Es werden jetzl nur die Kreiselkräfte vernachlässigt. Die 
charakteristische Gleichung lautet nunmehr 
Ä,2+ hg Ä,+gSo -hg 
det 
Va a 
hg So 
(9.47) 
roa 
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oder 
(9.48) 
Nach dem Hurwitz-Kriterium. siehe z.B. Müller und Schiehlen [9.5) lauten die 
Bedingungen an die charakteristischen Koeffizienten für asymptotische Stabilität 
al > O. a2 > O. a) > O. "" > 0 • (9.49) 
und 
H) = al a2 Q) -al-al"" > O. (9.50) 
Die Bedingungen (9.49) sind f1ir Gleichung (9.48) alle erflillt. Also muß lediglich die 
Hurwitz-Determinante (9.50) untersucht werden. Aus 
H)= -+--- >0 h
2 
g4 80 [2 g h2 80 4h2 ] 
aU6 u6 a ro (9.51) 
folgt die kritische Geschwindigkeit 
2< u2 . = gro 
UO kril 2(1- D2) • (9.52) 
wenn das Lehrsche Dämpfungsmaß (9.45) als Abkürzung eingeführt wird. Bei der 
kritischen Geschwindigkeit (9.52) befindet sich der Radsatz an der Schwingungs-
grenze. die kritische Frequenz beträgt 
W~l =:~ = g2~ . (9.53) 
Für h 0 h e Ge s c h w i nd i g k e i te n sind nur Gewichts-. Kreisel- und Träg-
heitskräfte bedeutsam. Der Kraftschluß kann dann vernachlässigt werden. Von den 
Bewegungsgleichungen bleibt dann 
[
I O][Y] 0 
o a2 r + '0 Va 80 
2a 
Die zugehörige charakteristische Gleichung lautet 
A4+(,J U6 oJ+KOO)A2 =0 . 
4a4 a 
Die Eigenwerte finden sich zu 
a : [:]=0 . (9.54) 
o 
(9.55) 
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Ä.f.2 =0, ,1.2 =_(,6 V5a2+g00 ). 3.4 4a4 0 a (9.56) 
Der Radsatz ist wegen des doppelten Nulleigenwenes nicht asymptotisch stabil, er ist 
sogar infolge des doppelten Rangabfalls der charakteristischen Matrix instabil. Bei 
sehr hohen Geschwindigkeiten verhält sich der Radsatz, der ein starrer Körper ist. wie 
ein Kreisel. Die Nutationsfrequenz liegt für Ve > ga bei (J)N = '0 ~ Ve . 
2a 
Damit ist gezeigt, daß ein Eisenbahnradsatz ein dynamisch kritisches Bauelement ist. 
Erst durch das Zusammenwirken mehrerer Radsätze in Drehgestellen und Wagen-
kasten wird das unabdingbare asymptotisch stabile Verhalten erreicht. Der Entwurf 
von Eisenbahnfahrzeugen ist somit eine nichttriviale Aufgabe, vor allem im Bereich 
hoher Geschwindigkeiten. 
Beispiel 9.2 S tab i I i sie run g von Eis e n ba h n r 3 d sät zen. FOr die folgenden 
Zahlenwcne sollen die kritischen Werte eines Eisenbahnradsatzes bestimmt werden. Darauf auf· 
bauend sind technische Maßnahmen zur Stabilisierung von Eisenbahnradsälzcn zu diskutieren. 
Zahlenwerte: a = 0.75 m. t-\) = 0.5 ml s./I, = 26 grd = 0,45 rad. h = 100. 
Lös u n g: Ein Eiscnbahnradsatz wird mit stcigendcrGeschwindigkeit durch die folgenden Kenn~ 
werte beschrieben. 
Für die Frequenz des Sinuslaufes folgt mit (9.43): 
(lJs = ~ 00 Vo = 1.00vo Im/s) . 
'0 a 
Unter Berücksichtigung der Gewichtsksaft findet man aus (9.45) das Leh"che Dl1mpfungsmaß 
I ~o'o D=- --=00027 2h a . • 
(I ) 
(2) 
das einer sehr schwachen D!1mpfung entspricht. Die Kreisfrcquenz(9.46) des gedämpften Sinuslaufes 
bleibt damit unvellindert 
{lJD = {lJs = 1.09 Vo Im I sJ . (3) 
Die kritische Geschwindigkeit (9.52) findet sich zu 
v,." = ~~g,O =1.56m/s=5.63ksn/h. (4) 
Ein freier Radsatz wird also bereits bei technisch kleinen Geschwindigkeiten instabil. Die 
Nul:llionsfrequenz des Radsalzes folgt aus (9 .56) für tkl> ga zu 
ro ÖO 
{lJN = 2a' Vo = 0.2 Vo [m IsJ . (5) 
Das unbefriedigende Verhallen des freien Radsalzes wird durch den Einbau in Drehgeslell und 
Wagenkaslen nachhaltig verbessert 
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I) Durch das Gewichl des Wagenkaslens wird die Normalkraft im Konlaklpunkl und damil der 
Kraflschluß erhöh I. 
2) Die viskoclaslische Kopplung der Rads!llze im Drehgestell. und der Drehgestelle gegenüber dem 
Wagenkasten bringt stabilisierende Dämpfung und Steifigkeitsterme ins Spiel. Das Verhalten solcher 
Konstruktionen wurde z.B. von de Pater [9.6) und Wickens [9.7) ausführlich unlersuchl. 0 
10 Vertikal bewegungen 
Die Vertikalbewegung von Kraftfahrzeugen und Eisenbahnen kann wieder gemein-
sam behandeh werden. Die Untersuchungen der Vertikalbewegung dienen vor allem 
der Optimierung des Fahrkomforts. und bei Kraftfahrzeugen auch der Fahrsicherheit. 
Die für Longitudinal- und Lateralbewegungen wichtigen Kontaktkräfte in den Rad-
aufstandspunkten werden infolge des Kraftschlusses direkt von der Vertikal-
bewegung beeinflußI. Die Grundgedanken der Fahrzeugfederung lassen sich bereits 
an einem Modell mit zwei Freiheitsgraden vollständig studieren. Verfeinerungen der 
Theorie erfordern dann komplexere Modelle. Bei den Magnetschwebefahrzeugen 
kommt außerdem die aktive Regelung mit hinzu. Aber auch im Bereich der konven-
tionellen Fahrzeuge gewinnt die aktive Fahrzeugfederung zunehmende Bedeutung. 
10.1 Grundlagen der Fahrzeugfederung 
Die Hauptaufgaben der Fahrzeugfederung bestehen darin. einerseits den Fahrzeug-
aufbau schwingungsfrei aufkonstanter Höhe zu tragen und andererseits die Fahrzeug-
räder mit konstanter Last den Unebenheiten der Straße trägheitslos folgen zu lassen. 
Beide Forderungen stehen in einem gewissen Widerspruch zueinander. und die 
Aufgabe kann grundsätzlich nur durch eine Frequenzentlcopplung gelöst werden. Die 
Eigenfrequenz des Fahrzeugaufbaus ist möglichst niedrig anzusetzen. die Eigen-
frequenz der Räder soll so hoch wie möglich sein. Der Frequenzentlcopplung sind 
konstruktive Grenzen gesetzt. z.B . durch die Relativbewegung zwischen Rad und 
Aufbau. so daß im Rahmen der technischen Möglichkeiten eine optimale Auslegung 
gesucht werden muß. Unter Beachtung der regellos unebenen Straßen und Schienen 
ist eine stochastische Untersuchung des Gesamtsystems erforderlich. Das Fahrzeug-
modell für die Vertikaischwingungen ist in Fig. 10.1 zu sehen. BezUglich der Gleich-
gewichtslage lauten die Bewegungsgleichungen 
(10.1) 
Zur Herleitung dieser Bewegungsgleichungen wird auf Beispiel 2.12 verwiesen. 
Dabei ist mA die Masse des Aufbaus. mR die reduziene Masse aller Räder. ebenso wie 
276 10 Vcnikalbcwegungen 
m. 
c. 
Tz, I m, 
c, t 
'/. 
~d. 
I 
. 
AUFBAU 
FEDERUNG 
RADER 
REIFEN 
FAHRBAHN 
Fig.IO. I: 
Fahrzeugmodell zur Untersuchung von Vcnikal~ 
schwingungen 
d", c" und CR die reduziene Dämpferkonslante, Aufbaufederkonslante und Reifen-
federkonslante aller Räderdarstellen. Als Erregung wird ein reines Geschwindigkeits-
rauschen 
(t) - (0, q) (10.2) 
mit der Intensität q vorausgesetzt. Mit den Abkürzungen 
a = c", b = c", C = CR, d = dA , e = dA (10.3) 
mA mR mR m" mR 
findet man aus (10.1) die Zustandsgleichungen in der zusätzlich einmal differenzier-
ten Form 
~A 0 0 I 0 tA 0 
~R 0 0 0 I tR 0 
(t) . = + (10.4) 1A -a a -d d ~A 0 
1i1 b -b-c e -e ~R C 
• ----- ....... '-v---' Ji - A i + B w(t) 
Zur Beuneilung werden nach Abschnitt 6.2 und Abschnitt 6.3 der Fahrkomfon ohne 
Frequenzbewenung und die Fahrsicherheit herangezogen. Im einzelnen gilt dann für 
die Beschleunigung 
aA=~A=[O 0 I Oli=cTi 
und die dynamischen Radlasten 
f=CR«; - zR)=mA~A+mH~H=[O 0 mA mRli=eTi 
(10.5) 
(10.6) 
mit den 4 x I-Bewenungsvektoren c und e. Für die Streuungsquadrate bleibt dann 
und 
aJ = e T Pe = m~ P33 + 2m" mR P34 + m~ P44 , 
wobei die stationäre 4 x 4-Kovarianzmatrix 
(10.7) 
(10.8) 
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P = E{.t(r).tT(r)} = const (10.9) 
berücksichtigt wurde. 
Die Aufgabe besteht also in der Berechnung der Kovarianzmatrix (10.9) des Systems 
(10.4), wozu sich die Kovarianzanalyse im besonderen eignet, die im Gegensatz zur 
Spektraldichteuntersuchung bei niedriger Systemordnung geschlossene Lösungen 
gestattet. Die Ljapunovsche Matrizengleichung (7.14) lautet nunmehr 
(10.10) 
Zur Lösung kann das in Müller und Schiehlen [\0.1] angegebene Matrizenpolynom 
verwendet werden. Dieses hat für 11 = 4 die folgende Form 
1 3 2k 
P = 2d H I Hk. k+! I (-1)'" A",QAJ",-k' 
et k=0 ", =0 
(lO.ll) 
Dabei bedeuten 
a! I 0 0 
a3 a2 a! 1 
H= (10.12) 
0 a, a3 a2 
0 0 0 a, 
die aus der Stabilitätstheorie bekannte 4 x 4-Hurwitzmatrix mit den zugehörigen 
skalaren Kofaktoren Hk +!.!. Weiterhin sind 
ai, i = 1(1)4 , (10.13) 
die charakteristischen Koeffizienten der Systemmatrix A. Neu eingeführt werden die 
4 x 4-Hilfsmatrizen 
A", = AA .. _! +a",E, m =0(1)6 
mit Ap = 0, p = 4(1)6. Außerdem ist 
Q=qBBT 
(10.14) 
(10.15) 
die 4 x 4-Intensitätsmatrix . Von den Zwischenrechnungen werden folgende Ergebnis-
se mitgeteilt: 
Charakteristische Gleichung 
det(AE - A) = l' + (d + e)l3 + (a+b+c)l2 + cdl +ac = O. (10.16) 
Hurwitzdeterminante 
(10.17) 
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Kofaktoren 
HII = a4(aZQ) - ala4) = ae3d . 
HZI = -a3G4 = -aezd • 
H31 = ala4 = ae(d + e). 
H41 = -(alaz - QJ) = -ta +b)(d +e) - ce. 
Hilfsmatrizen (10.14) multiplizien mit B 
AoB = B = C[0 0 0 I)T , 
AlB = AB+aIB = e[O 1 d d)T • 
~B=A~B+~B=e~daaf. 
~B=A~B+Q)B=e~aOOf, 
A4B =0. 
Damit laulen die für (10.8) benötigten Elemente der Kovarianzmatrix 
1)3 =-..!L[ed3+aZ(d+e)). 
2de 
& =-..!L[cd(dZ -a)+aZ(d+e)). 
2de 
P44 = -..!L [(a - e)Z d + ed3 + aZe). 
2de 
(10.18) 
(10.19) 
(10.20) 
(10.21) 
(10.22) 
Setzt man nun (10.20) bis (10.22) in (10.8) ein und berücksichtigt die Abkürzungen 
(10.3), so bleibt als Ergebnis 
Z _ q [eR dA e~(mA +mR)] C1 - - + -"-''-:-''---:;-~ 
a 2 m~ dAm~ , (10.23) 
(10.24) 
Damit ist die explizite Lösung des Grundproblems der Fahrzeugfederung vollständig 
gegeben. 
Beispiel 10.1 Fa h rkom [ort und Fah rz e u g si eher he i t eines Mi 110 I· 
k las s e w a gen s. DiewcsentlichenKonstruktionsparamelerfUrdieFederungeinesMiuelklasse-
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wagens soHen optimiert werden. Die Aufbaumasse sei mit mA = 1200 kg gegeben. Die Ent· 
wurfsvariablen haben die folgenden Anfangs- oder Bezugswerte: 
Räder mR = 80 kg, 
Aufbaufedern e, = 3()()()() N I m, 
Reifenfedern eR = 320000 NI m, 
Stolldampfer d, = 4800 Ns I m, 
Die Eruwurfsvariablen sind wie erwähnt, verallgemeinerte Größen. So gehören zur Masse mR der 
Räder nicht nur die Massen der vier Räder. sondern auch die entsprechenden Anteile der Trägheits-
momente von Quer- oder Schräglenkem. 
LOs u n g: ZurDisicussiondesEinflusses derEntwurfsvariablen von AufbauA und ReifenReignen 
sich im besonderen die folgenden bewgcncn Größen: 
Fig.lO,2: 
a;(cA,d,d 
2 
a"BUllJ 
""j(e"d,) 
2 C1/B~. 
a;(cR,dR) 
a;lkt:ul 
C11(cR ' mR) 
2 
fIt BCDlI 
Fahrkomfort A , 
Faru.icherheit A , 
Fahrkomfort R , 
Fahrsichemeit R . 
Fahrkomfort A und Fahrsicherheil A in 
Abhilngigkeit der Entwurfsparameter 
Aulbaufederkonstante e, und Stoß-
dämpferkonstante dA (die Kastenhöhe 
entspricht dem Fahrkomfort und der 
Fahrsicherheit für die Bezugsparameter) 
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Fig.IO.3: 
Fahrkomfort Rund Fahrsicherheit R in 
Abhangigkeit der Entwurfsparameter 
Reifenfederkonstante CJ und Radmasse mR 
(die KastenhOhe entspricht dem. Fahr-
komfort und der Fahrsichcmeit fUr die 
Bezugsparameter) 
Damit ist das vierdimensionale Optimierungsproblem auf ein doppeltes zweidimensionales Problem 
zurückgeCUhrt. das sich grafISCh sehr Ubersichtlich darstellen laBt. siehe Fig.lO.2 und Fig.IO.3. 
Über den Einllußder Entwurfsparameter c. und d. des Aulbous lassen sich aus Fig.1 0.2 die folgenden 
Aussagen gewinnen. 
I) Große und kleine Dämpferwerte sind schädlich. rUr miniere Werte gibt es ein Optimum für 
Komfort und Sichemeit. 
2) Kleine Aulboufederkonstanten und Dampferwerte verbessern den Fahrltomfort merklich. 
A n m e r k: u n g : Die Aufbaufederkonstante ist bei Fahrzeugen ohne Niveaurcgulierung nach unten 
aus statischen Gründen beschränkt. Unlerdieser Voraussetzung ist die Bezugsfederkonstante optimal. 
3) Die Fahrsicherheit ist unabhängig von der Aufbaufederkonstante. 
4) Der Bezugsdämpferwert ergibt oplimale Fahrsicherheit. Bei dem fUr den Fahri::.omfon optimalen 
Wen hat sich die Fahrsicherheil deutlich verschlechtert. 
A n m e r k u n g: Die Wirkung eines Stoßdampfers BIßt im Laufe der Zeit nach. Deshalb erscheint 
das Fahren in einem gebrauchten Kraftfahrzeug häufig komfortabler. Der Bezugsdampferwert gilt für 
fabrikneue Fahrzeuge. 
In Fig.lO.3 ist der einfluß der Enlwurfsparameter elf und mR des Reifens zu sehen. Auch hier sind 
einige allgemeine Aussagen möglich. 
I) Der Fahrltomfort ist unabhängig von der Radrnasse. 
2) Eine kleine Radmasse verbessert die Fahrsicherheit merklich. 
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An m e r k u n g: DieRadmassehängtalsverallgemeinerteGrößenichtnurvomGewichtderRäder. 
sondern auch von der Achskonslruktion ab. Trotzdem sind auch hier Grenzen nach uolen gesetzt. 
3) Eine kleine ReiCenfederkonstanle ist vorteilhaft für FahrkomfOJ1 und Fahrsicherheil 
A n m e r k u n g: Der Lufldruck. im Reifen. der wesentliche Parameler für die Reifenkonstanie. ist 
aus konstruktiven und wärmelechnischen Gründen nach unlen beschränkL Geringer Lufldruck erhöhl 
auch den Verschleiß des Reifens. Insofern SIellIder Bezugswert ein Randoptimum fürdie Reifenfeder-
konstante dar. 
Insgesamt kann man feststellen, daß die Bezugswene der Enlwurfsvariablen von Aufbau und Reifen 
schon nahe dem Optimum liegen. Dies überrascht bei der langen Entwicklungsgeschichte des 
Kraflfahrzeugs nichl. 0 
10.2 Ein komplexes Fahrzeugmodell 
Für die Weiterentwicklung moderner Kraftfahrzeuge reichl das Zweikörpennodell 
nicht aus. Es soll deshalb auch ein komplexes Fahrzeugmodell untersucht werden. wie 
es in Beispiel 2.17 schon vorgestellt worden ist. 
Das Fahrzeugmodell nach Kreuzer und Rill [10.2] ist im einzelnen in Fig. 10.4 dar-
gestellt. seine Einzelteile sind in Tab. 10.1 beschrieben und die zugehörigen Zahlen-
Tab. 10.1 : Einzelleile des Fahrzeugmodells nach Kreuzer und Ril1 
Einzelleile Massen- SIam: Bindungen FreiheilS- Verallgemeinerte 
pUnkle Körper grade Koordinaten 
Vorderräder 2 - 4 2 ZI,Z2 
Aufbau - I 3 3 ZK,AK.BK 
Motor - I 1 5 XM, YM,ZM, 
AM, BM 
Gelenkwelle - 2 tO 2 ZG,BG 
Hinlernchstrllger - I 3 3 ZT, AT, BT 
Schraglenker - 2 10 2 BSt, BS2 
Auspuff I - 2 I ZA 
Fahrer I - 2 1 ZF 
Gesamlzahl 4 7 35 19 
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AUFBAU ,.' ,,' ". 
• I 
I 
, , '. , • COv :; , . 
", ~1 1 
~ "" 
wS' 1 r 
t ZG VOROERRADER 
.<:!rt-~BG GELENKWELLE 
R,.Gl ' ~\ 
'~! 
----~ HIN1ERACHS1RAGER ~f-?~ 
CA.. SCHRAGLENKER 
Fig.IO.4: 
Komplexes Fahr'zeugmodell nach Kreuzer und Rill 
wene sind in Tab. 10.2 zu finden. Die Zustandsgleichungen haben die Fonn 
(10.25) 
wobei im Zustandsvektor 11 = 40 Größen zusammengefaßt sind, und zwar 2 . 19 für die 
mechanischen Freiheitsgrade und 2 für die beiden Stuckerdämpfer des Motors 
(Reihenschaltung von Feder und Dämpfer gemäß Tab. 3.2). Die Erregung erfolgt 
durch eine zweispurige Straße an der Vorder- und Hinterachse, wobei gemäß (7.12) 
die Zeitverschiebung 
ru=/Iv (10.26) 
zu berücksichtigen ist. Die Straßenunebenheiten werden durch einen farbigen stocha-
stischen Prozeß modellien, wie in (5.14) und (5.15) gezeigt. 
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Tab. 10.2: Zahlenwerte des Fahrzeugmodells nach Kreuzer und Rill 
Einheit Einheit 
Motor 
RMM =293 [leg) TIM = 31.09 [leg m m) 
TIM =9.175 [leg m m) DI2M =0.6024 [leg m m) 
MOlorlagerung 
CS =580000. [N/m) DQR =20. [N s/m) 
DS =2900. [N s/m) DQL =20. [N s/m) 
BE =0. [radI CVR = 183000. [N/m) 
CLR = 95000. [N/m) CVL = 183000. [N/m) 
CLL = 95000. [N/m) DVR =20. IN/m) 
OLR =20. [N s/m) DVL =20. [N/m) 
DLL = 20. [N s/m) AL = 0.13962634 [radI 
CQR = 113000. [N/m) CH = 88000. [N/m) 
CQL = 113000. IN/m) DH =25. [N s/m) 
Aufbau 
RMK = 1030. [leg) CAHL = 52800. IN/m) 
TlK =504. [Iegmm) DAVR = 1880. [N s/m) 
TIK = 1840. [Iegm m) DAVL = 1880. [N slm] 
CAVR = 10700. (N/m) DAHR =5700. [N slm) 
CAVL = 10700. (N/m) DAHL =5700. [N s/m) 
CAHR = 52800. [N/m) 
Gelenkwelle 
RMGi = 4.8 [leg] C2 =51. [N/m) 
RMG2 = 7.2 [leg) 02 =0.00006 [N s/m) 
TGI =0.78 [leg m m) C3 =40000. [N/m] 
CI =6380000. [N/m) D3 =30. [N s/m) 
DI =40. [N s/m) TG2 = 2.3 [leg m m) 
Auspuff 
RMA =8. [leg) CA = 67600. [N/m) 
CB = 2400. [N/m) DA =210. [N s/m) 
Hinterachse 
RMT = 25. [leg) CTI = 250000. IN/m) 
RMS =40.2 [leg) CT2 =250000. [N/m] 
Tri =1.5 [Iegmm) CT3 =250000. IN/m] 
TI2 =2. [kg m m) CRHR = 175000. [N/m) 
TSI =0.8 [kg m m) CRHL = 175000. IN/m) 
TS2 =OS [kg m m) CDH = 5500. IN/m) 
TS3 =0.4 [leg m m] 
Vorderräder 
RMV =42.5 [leg] CRVL = 150000. [N/m] 
CRVR = 150000. [N/m] CDV = 20000. [N/m] 
Fahrer 
RMF =60. [leg] DF =360. [N s/m] 
CF = 54000. IN/m] 
284 10 Vertikal bewegungen 
Die Beuneilung erfolgt ohne Frequenzbewenung durch die venikale Beschleunigung 
am jeweiligen Punkt (U. V) des Fahrzeugautbaus und durch die vier Radlasten. 
(Ja = (Ja(U. V). (JJi. i = 1(1)4. (10.27) 
Das Ergebnis der Berechnung von Kreuzer und Rill [10.2] nach der Kovarianz-
methode (Abschnin 7.2.3.2) ist in Fig. 10.5 zu finden. In der Mine der Karosserie. d.h. 
für Fahrer und Beifahrer. ist der Fahrkomfon am besten. Die dynamische Radlast-
schwankung ist an der Hinterachse größer als an der Vorderachse. Dies spricht für 
einen Vorderradantrieb bei dem gewählten Modell. 
0.1 
0.\ 
Fig.IO.5: 
Fahrkomfort in Abhängigkeil von der 
horizontalen Position auf der Karosse-
rie und dynamische Radlasten der vier 
RJ1der 
Eine Parameteroptimierung ist bei diesem Fahrzeugmodell nur mit numerischen 
Methoden, wie in Abschnin 7.4 angedeutet, möglich. Grundsätzliche Erkenntnisse 
über die Federungsauslegung lassen sich mit einem so komplexen System nicht 
gewmnen. 
10.3 Magnetschwebefahrzeuge 
Die mit steigender Geschwindigkeit kleiner werdenden Kontaktkräfte begrenzen den 
Einsatz von Rädem als Trag- und Filhrsysteme in Hochgeschwindigkeitsfahrzeugen. 
Eine Altemative zu den Radfahrzeugen stellen die Magnetschwebefahrzeuge dar. wie 
sie in den letzten zwei Jahrzehnten in der Bundesrepublik Deutschland entwickelt 
wurden. Die zunächst mehr theoretischen Untersuchungen wurden durch umfangrei-
che Experimente auf einer Versuchsstrecke im Emsland ergänzt. Besondere Bedeu-
tung kommt bei den Magnetschwebefahrzeugen der aktiven Regelung der Venikal-
bewegung zu. die im besonderen durch die elastische Defonnation des Fahrwegs 
infolge des Fahrzeugeigengewichts angeregt wird. Die Zustandsgleichungen (5.26) 
für die Venikalschwingungen eines Fahrzeugs auf elastischem Fahrweg müssen dazu 
ausführlich untersucht werden. wobei der Auswahl der Regler für das Tragsystem mit 
Magnetstellgliedem nach Abschnitt 3.2 große Bedeutung zukommt. Zur Beuneilung 
von Magnetschwebefahrzeugen dient neben der Autbaubeschleunigung bzw. dem 
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Schwingempfinden des Menschen, siehe Abschnitt 6.2, die Größe des Luftspaltes 
zwischen den Magneten am Fahrzeug und der Schiene am Fahrweg. Ein zu kleiner 
Luftspalt fühn infolge von Schwingungs bewegungen zu einer Beschädigung der 
Magneten durch Berührung, während ein zu großer Luftspalt zu einer geringen 
Tragkraft und zu einer überhöhten Masse des Tragsystems "Magnet" führL Insofern 
ist dieses Kriterium zusätzlich bei der Reglerauslegung zu beachten. Eine ausführliche 
Darstellung der Venikaldynamik von Magnetschwebefahrzeugen ist bei Popp [10.3] 
zu finden, so daß an dieser Stelle nicht im einzelnen darauf eingegangen wird. Die von 
Popp gewählte Darstellung baut auf der in diesem Buch verwendeten Schreibweise 
auf. Im besonderen unterscheidet man die Konzepte der Höhenregelung, die optima-
len Fahrkomfon gewährleistet und der Spaltregelung, die eine einwandfreie Funktion 
des Tragmagneten sicherstellt Gleichzeitig lassen sich die Forderungen nach Fahr-
komfon und Tragfunktion mit regelungstechnischen Hilfsminelnjedoch nicht erfül-
len. Man hat deshalb auch bei Magnetschwebefahrzeugen eine Sekundärfederung 
eingeftihn: Die Tragmagnete folgen dabei durch eine hane Spaltregelung wie Räder 
der Fahrbahn, der Wagenkasten wird durch eine weiche Aufbaufederung abgestützt, 
Fig. 10.6. Dieses Konstruktionsprinzip ist in der Literatur auch unter dem Begriff 
Fig.lO.6: 
Prinzip des 
magnetischen 
Rades 
FAHRZEUG WAGENKASTEN 
SEKUNDÄRFEDERUNG 
TRAGMAGNETE 
SPALTREGELUNG 
,.Magnetisches Rad" bekannt geworden, siehe Gottzein [10.4] . Damit ist auch bei den 
Magnetschwebefahrzeugen das bei Kraftfahrzeugen und Eisenbahnen altbewähne 
Prinzip der Frequenzentkopplung und der optimalen Dämpfung verwirklicht. Eine 
aktiv geregelte Aufbaufederung bietet dabei zusätzliche Möglichkeiten, die aber 
unabhängig von der An des Tragsystems sind. 
Anhang: 
Optimale Regelung von Mehrgrößensystemen 
Ohne auf Herleitungen einzugehen, sollen im folgenden die Grundlagen für die 
Auslegung linearer Mehrgrößenregelsysteme zusammengestellt werden. Einzelhei-
ten und Beweise findet man bei Knobloch, Kwakemaak [All, Schwarz [A2], Thoma 
[A3]. 
A. 1 Mathematisches Modell 
Das mathematische Modell eines ungeregelten linearen, zeitinvarianten Systems L 
lautet 
x(t) = Ax(t)+Bu(t) , x(O) = xo, 
y(t) = C x(r) . 
Darin sind: 
u , x I-Steuervektor, 
x f/ x I-Zustandsvektor, 
y mX I-Meßvektor, 
A n x n-Systemmatrix, 
B n x ,-Eingangs- oder Steuermatrix, 
C m X n-Ausgangs- oder Meßmatrix. 
(AI) 
(A2) 
Fig. A I zeigt den Systemaufbau. Die beiden Gleichungen des dynamischen Systems 
(A I) und des Meßsystems (A2) liest man an der SummensteIle bzw. am Systemaus-
gang ab. 
,...- -----------l r----i 
) u (t)! ~(t) lllo 11 (t) 1 ~(t 
B f ~ 
1 11 i I 11 
I A 11 1 
DYN SYSTEM HESS·SYSIEH _ ...Jl.!! ____ .J 
Fig. AI: 
Systemaufbau 
A. 2 AufgabensteIlung und Strukturfragen 
Aufgabe der Reglernuslegung ist es, ein Regelgesetz u(·) zu finden, so daß der Zustand 
x(r) des Systems auf vorgegebene Sollwene x, = const (Festwenregelung) oder 
x, = x,(r) (Folgeregelung) gebracht und don unter Berücksichtigung des Regelziels 
gehalten wird, unabhängig von An, Angriffspunkt und Größe der Störungen. 
Anhang 287 
Bevor man zur eigentlichen Berechnung des Regelgesetzes kommt, sind zwei Struk-
turfragen zu beantwonen: 
I. Kann das dynamische Verhalten des Systems durch Steuerfunktionen u(t) im 
gewünschten Maße beeinflußt werden (ist das System steuerbar)? 
11. Erhält man durch die Messungen hinreichend viel Information über das dynami-
sche Verhalten des Systems (ist das System beobachtbar)? 
I. Sleuerbarkeil: 
D e f i n i t ion: Das System L der Ordnung 11 heißt vollständig steuerbar, wenn für 
jeden beliebigen Anfangszustand .1'(0) = .1'0 und jeden beliebigen Zustand Xl ein 
endlicher Zeitpunkt t1 > 0 und eine im Zeitintervall [0, ttl definiene Eingangsfunktion 
u(t) existieren, so daß die in .1'0 beginnende Lösungstrajektorie für t = 11 den Wen Xl 
annimmt. 
Kaiman-Kriterium: 
Hautus· Kritierium: 
L vollständig steuerbar <=} (AiE - AT),ri = 0 ~ BT,ri '" 0, i = 1(1)11 . 
(A4) 
11. Beobachlbarkeil: 
D e f i n i t ion : Das System L heißt vollständig beobachtbar, wenn für jeden 
beliebigen Anfangszustand .1'(0) = .1'0 ein endlicher Zeitpunkt t1 > 0 existien, so daß 
man aus der Kenntnis der Steuerfunktion u(t) und der Meßfunktion y(t) im Zeit· 
intervall [0, tl) die Anfangsbedingung .1'0 bestimmen kann. 
Kalman·Kritierium: 
L vollständig beobachtbar <=} RgQ B 
= Rg[CT'ATCT'AT2CT'···'ATn- lcTl = 11. (A5) 
Hautus-Kriterium: 
L vollständig beobachtbar <=} (AiE - A),ri = 0 ~ C,ri '" 0, i = 1(1)11 . 
(A6) 
Die Kriterien von Kaiman erlauben Ja-Nein-Aussagen über Steuerbarkeit und 
Beobachtbarkeit aufgrund der Ranguntersuchung der Steuerbarkeitsmatrix Qs bzw. 
der Beobachtbarkeitsmatrix QB. Die Kriterien von Hautus erlauben zusätzlich Aussa-
gen über die nichtsteuerbaren oder nichtbeobachtbaren Bewegungsmoden, ftir sie gilt 
BT,ri = 0 bzw. C,ri = O. Dabei sind Xi die Eigenvektoren zu den Eigenwenen;"'. 
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A. 3 Aufbau und Eigenschaften eines Reglers 
Im folgenden sollen I i n e are R e g I e r für lineare Systeme L berechnet werden, 
die den Zustandsvektor .«/), ausgehend vom Anfangszustand .«10) ='<0"# 0 (Anfangs-
störung), in den Sollzustand .<, = 0 überfUhren. Diese Grundaufgabe entspricht einer 
vollständigen Festwenregelung. Andere Regelaufgaben lassen sich auf diese Grund-
aufgabe zurückfUhren oder von ihr ableiten. 
Der Regler soll so beschaffen sein, daß das geregelte Gesamtsystem 
a) asymptotisch stabil ist und 
b) bestimmten Gilteforderungen genügt. 
Dieses Ziel läßt sich mit Hilfe des P r i n z i p s der R ü c k k 0 p P I u n g errei-
chen, wonach eine Abweichung am Systemausgang dadurch bekämpft wird, daß sie 
verstärkt und mit umgekehnem Vorzeichen an den Systemeingang zurückgefilhn und 
don aufgeschaltet wird. Man spricht von einer linearen Zustands- oder Ausgangsrück-
führung, 
c) 
Y~ ~ x(1) ~~o f 
A 
-IS. 
x(l) 
c 
x(l) .1 
BEOBACHTER !:=-
~(I) 
X(I) 
Fig. A2: 
Regelkreise: 
a) AusgangsrüekfUhrung. 
b) ideale Zuslandsrüekfllhrung. 
c) ZustandsrUckführung mit 
Beobachter 
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u(/)=-Kxx(/) , (A7) 
u(1) = -KyY(/ ) , (Ag) 
je nachdem, ob das Regelgesetz linear vom Zustands- oder Ausgangsvektor abhängt, 
vgl. Fig. A2. Die konstanten Rückführmatrizen Kx bzw. Ky enthalten die Regler-
verstärkungen . Da der Systemzustand X(/) häufig nicht direkt zur Verfügung steht, 
sondern erst aus den Messungen y(/) in einem Beobachter rekonstruien werden muß, 
läßt sich in der Regel keine ideale Zustandsrückführung, sondern nur eine Rück-
führung des Zustandsschätzwenes i(/) realisieren, Fig. A2c). Zunächst wird auf die 
Reglerauslegung und anschließend auf die Auslegung von Beobachtern eingegangen. 
A. 4 Reglerausleguog 
Im folgenden werden zwei Verfahren zur Bestimmung der Verstärkungsmatrix Kx bei 
vollständiger Zustandsrückführung angegeben, die gleichzeitig zeigen, wie mächtig 
das Rückkopplungsprinzip ist Der Fall der Ausgangsrückführung läßt sich mit 
diesem Verfahren ebenfalls lösen, wenn die Meßmatrix C eine reguläre n x n-Matrix 
ist, wenn also gleich viele Meßgrößen wie Zustandsgrößen vorliegen. Die Rück-
führmatrix lautet dann Ky = K, C-I . Liegen hingegen weniger Meß- als Zustands-
größen vor, müssen spezielle Verfahren der Regelungstechnik zur Bestimmung von 
Ky herangezogen werden. 
A.4.1 Reglerauslegung durch Polvorgabe 
Genau dann. wenn das System 2. der Ordnung /I vollständig steuerbar ist, kann man 
eine Zustandsrückführung 
U(/) = -K, x(t) 
so finden , daß der geschlossene Regellcreis 
x (t) = Ax(t) , A = A - BK, , (A9) 
beliebig vorgegebene Eigenwene hat. 
Für vollständig steuerbare Systeme mit nur einem Eingang, r = I , 
x(t) = Ax(t) + bl/(t) , lI(t) = -k; x(t) , (AIO) 
und den vorgegebenen Eigenwenen Xi, i = 1(1)/1, oder dem vorgegebenen charak-
teristischen Polynom 
ß(;") = (;" - i l )(;., - i 2) ... (;" - in) = ;.,n + al ;.,n - I + ... + an-I;" + an 
(All) 
290 Anhang 
ergibt sich der Rückführvektor (J in ein d e u t i ger Weise zu 
k} =eJQs' p(A) . (AI2) 
Darin ist en der note Einsvektor. Qs die Steuerbarkeitsmatrix und p(A) das mit der 
Systemmatrix A gebildete Matrizenpolynom. 
eJ = [0. O. 0 . .... O. I]. 
Qs =[b;Ab;···; A'-'b]. 
p(A) =A'+iiIA·-1+ ... +ii._IA+ii.E. 
(AI3) 
(AI4) 
(AI5) 
Für vollständig sleuerbare Systeme mit mehreren Eingängen treten me h r d e u -
t i g e Lösungen bei der Berechnung der Rückführmatrix K, auf. 
A. 4.2 Optimaler Regler für das quadratische Integralkriterium 
Für das vollständig steuerbare System r. der Ordnung 11 und das Gütekriterium 
-
J[X(I), U(I )] =1. f [x T (I)QX(I) + U T (I) RU(I)]dl -4 Min • 
2
0 
(AI6) 
mit den Bewenungsmatrizen Q = QT';? O. R = RT > O. (A. Q) vollständig beobachtbar 
(RgIQ; AT Q; ... ; AT. - 1 Q.] = n). existien eine eindeutige optimale Regelung 
"(I) = - R- I BT PX(I) = - K, X(I) . (AI7) 
wobei P = pT > 0 die eindeutige. positiv definite Lösung der Riccati-Gleichung 
AT P+PA-PBR- IBT P+Q = 0 
ist. Der optimale Kriteriumswen ergibt sich zu 
J* = xJ Pxo . 
Der geschlossene Regelkreis 
';'(1) = AX(I). A = A - BK, = A - BR- I BT P • 
ist asymptotisch stabil. 
A. 4.3 Wahl der Pole und der Bewertungsmatrizen 
(AIS) 
(AI9) 
(A20) 
Eine Schwierigkeit bei der Anwendung der beiden vorgenannten Verfahren zur 
Reglerauslegung ist die geeignete Wahl der Pole bzw. der Bewenungsmatrizen. 
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Die Bewertungsmauizen wählt man sinnvoll als Diagonalmauizen. Dabei gilt, je 
stärker die Bewertung einer Größe im Gütekriterium ist. umso kleiner wird diese 
Größe durch die Optimierung. Da es nur auf das Verhältnis von Stellgrößen- zu 
Zustandsgrößenbewertung ankommt, kann man R = E. Q = diag(qi) setzen. wobei als 
Faustregel gilt 
u2 
qj = mu 2 
(Xirn .. ) 
(A21) 
Darin ist u~ax = (u T u)rn .. ein Maß für die maximal zur Verfugung stehende SteIl-
energie und Xi rn .. der maximal zulässige Wert für die i-te Zustandsgröße. 
Als Anhaltswert für die Wahl der Pole soll die Polkonfiguration für zwei Grenzrlille 
des Gütekriteriums (A 16) bei skalarer Steuerung u(r = I) angegeben werden. 
a) Spiegelung der Strecken pole_ Für den Grenzfall 
-
J = !im 1. Je2rl(pxTQx+u2)dt -4 Min 
p .... o2 
o 
(A22) 
ergibt sich eine Polkonfiguration. die bei vorgegebenem Stabilitätsmaß r für das 
geregelte System auf minimale Stellenergie führ!. Gegeben seien die Pole Ai. i = I (I )11. 
der Regelstrecke. wobei in der Wurzelonsebene i = l(l)k < 11 Pole links und die 
restlichen 11 - k Pole rechts von der Geraden Re A = - r liegen. Als Pole Xi. i = 1(1)11 
des geschlossenen Regelkreises wählt man die k Pole Ä.; links der Geraden Re A = 
- rund die an dieser Geraden gespiegelten übrigen II-k Streckenpole. vgl. Litz. Preuss 
[A4I: 
i=I(1)k. 
fLir 
i=k+I(I)II. 
b) Butterworthkonfiguration_ Für den Grenzfall 
-
J = lim 1.J (pxTQx+u2)dt-4 Min 
p .... - 2 o 
(A23) 
(A24) 
ergibt sich eine Polkonfiguration. die fur das geregelte System auf minimale Regel-
abweichungen führt. Mit den Bezeichnungen von Abschnitt A.4.1 gilt für die Pole 
Xi. i = 1(1)11: 
I. Alle Pole haben negative Realteile. 
2. Die k < 11 dominanten Pole erfüllen die Gleichung 
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(A25) 
3. Die 11 - k restlichen Pole sind unendlich groß und bilden eine stabile Butterwonh-
Konfiguration, d.h. sie liegen in der Wurzelortsebene auf einem Kreis um den 
Ursprung, dessen Radius proponional p 11; m (p ~ ~) ist, 
i, = lim [p 11 - m ei". ] , 
p-f" 2 
Die Phasen winkel VIi folgen aus 
VIi = 2m+1 .900 
n-k 
i = k + 1(1)11, j = Fi . 
11 -k gerade 
(A26) 
ftJr m = 0, I, 2 .... , (A27) 
VIi = 2m + I .180° 
n-k 
11 - k ungerade 
wobei VIi so zu wählen ist,daß 90° < VIi< 270° gilt. Expliziterhält man für n -k = 1(1)4: 
n-k I 2 3 4 
VI, +180° ±135° ±1200; +180° ±112.5°; ±157,5° 
Um beschränkte Steuergrößen und eine endliche Stellenergie zu erhalten. realisien 
man die dominanten Pole exakt, die restlichen Pole näherungsweise auf der Butter-
wonh-Konfiguration, jedoch mit einem endlichen Radius. 
A, 5 Aufbau und Eigenschaften eines Beobachters 
Zur Realisierung der vom Zustandsvektor x abhängigen Regelgesetze, z.B. die opti-
male Regelung (A 17), steht nur der Meßvektor y = Cx zur Verfügung. Häufig ist die 
Anzahl der Messungen kleiner als die Systemordnung, so daß eine Invenierung der 
Meßmatrix C und eine direkte Darstellung des Zustandsvektors in der Form x = 
C-I y nicht möglich ist. Dann können in einem B e 0 b ach t e r die nicht direkt 
meßbaren Zustandsgrößen Tx (T zeilenreguläre s x li-Matrix) durch den s x 1-Vektor 
( simulien werden. 
Der Beobachter wird mathematisch als asymptotischer Schätzwenermittler für die 
Schätzwene i(t) des Zustandes X(I) formuliert, vgl. Luenberger [A5), [A6) . 
Schätzgleichung: 
X(I) = SI(I)+S2Y(I): lim [X(I)-X(I») = O. (A28) ,-+. 
Beobachtergleichung: 
l(t) = D(I)+T Bu(t) + Ly(l) : tim [(1)- Tx(t») = O. (A29) ,-+. 
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Fig.A3: 
Blockschaltbild eines dyna· 
mischen Systems mit voll-
slllndigem Beohachter 
r--------------, 
I ~o X I 
U e f - Q 
I 1 
~H.1!S.!!.H ____ ~ ______ J 
r------~~-
I Ll,J -I 
I • I 
I "-0 i I 
e f Q I 
1 
I ~ 
~fDB~lli ____________ ~ 
Damit folgen unter Verwendung der Syslemgleichungen (A I) und (A2) die Matrizen-
beziehungen 
SIT+S2C = E., (A30) 
DT-TA=-LC, (A31) 
d 
dt (f - Tx) = D(f - Tx), (A32) 
mit ReAj(D)<O, ;=I(I)s, n-m~s~n. (A33) 
Bezüglich der Dimension s gibt es zwei Sonderfalle, 
a) den Minimalbeobachter mit s = n - m, 
b) den vollständigen Beobachter mit s = n. 
Für den voll s t ä n d i gen B e 0 b ach te r gilt T = E •. Aus (A30), (A31) folgt 
SI+S2C=E., D=A-LC. (A34) 
Damit lauten die Beobachtergleichungen 
x = Sif +S2Y, 
t = (A-LClf +Bu+Ly. , , 
• 
D 
Für den Fehler 8 = ,- x folgt, vgl. (A32), 
S =D6 =(A-LC)6. 
(A35) 
(A36) 
Den zugehörigen Systemaufbau zeigt Fig. A3. Man erkennt. daß der vollständige 
Beobachter im wesentlichen eine Simulation des Originalsystems darstellt, wobei das 
Fehlersignal zwischen Original- und Simulationssystem zUTÜckgefühn und dadurch 
ausgeregelt wird. 
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A. 6 Beobachterauslegung 
Zur Auslegung eines li-dimensionalen Beobachters ist die Verstärkungsmatrix L zu 
bestimmen. vgl. (A35). Das geschieht durch Spezifikation der Anforderungen an die 
Beobachtermatrix D = A - LC. z.B. daß neben der Forderung (A33) der asymp-
totischen Stabilität das Einschwingverhalten des Beobachters wesentlich rascher 
erfolgt als das des dynamischen Systems. Durch den Übergang zur transponienen 
Matrix DT = AT - CTLT erkennt man die Verwandtschaft zu einem linearen Regel-
kreis. vgl. (A9), wobei gilt 
A "AT B"CT K "LT - • - • x- . (A37) 
Damit sind die im Abschnitt A.4 dargestellten Entwurfsverfahren für lineare Zu-
standsregler auch zur Beobachterauslegung verwendbar. 
A. 6.1 Beobachterauslegung durch Pol vorgabe 
Wenn das System L der Ordnung 11 mit m ~ 11 Meßgrößen vollständig beobachtbar ist, 
lassen sich stets Matrizen SI. S2. T, D und L so finden, daß die Beziehungen (A30) -
(A32) erfüllt sind. Die Ordnung s des Beobachters kann dabei im Bereich 11 - m ~ s 
~ n beliebig gewählt werden. Die Eigenwene .1.i(D). i = 1(I)s. können unter Be-
rücksichtigung von (A33) ebenfalls beliebig vorgegeben werden. 
Für vollständig beobachtbare Systeme mit nur einem Ausgang. m = I. 
x(t) = Ax(t) + Bu(t). y(t) = cT x(t) • (A38) 
ist die Dimension s des Beobachters entweder s = 11 oder s = 11 - m = 11 - I. Beim n-
dimensionalen Beobachter ergibt sich die Verstärkungsmatrix L als n x I-Rück-
führvektor I, so daß die Matrix 
(A39) 
beliebig vorgegebene Eigenwene .1.i, Re.1. i < 0, i = 1(I)n. oder das vorgegebene 
charakteristische Polynom 
p(.1.) = (.1. - .1.1)(.1. - .1.2) ••• (.1. - .1.n ) = .1.n + dl.1.n - t + ... + dn _ l.1. + dn 
(A40) 
hat. Der Rückführvektor 1 ergibt sich in ein d e u t i ger Weise zu 
1 = p(A)(Q~t len . (A4I) 
Darin isten der n-te Einsvektor. QB die Beobachtbarkeitsmatrix und p(A) das mit der 
Systemmatrix A gebildete Matrizenpolynom, 
= [0. O. 0 ... O. W , (A42) 
Qs = [e: ATe : .. . : ATn - Ie). 
p(A) =An+dIAn-I+ ... +dn_IA+dnE . 
Die Matrizen S I und S2 können z.B. als 
oder 
gewählt werden. 
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(A43) 
(A44) 
(A45) 
(A46) 
A. 6.2 Optimaler Beobachter für das quadratische Integralkriterium 
Für einen ,,·dimensionalen Beobachter ist die Gleichung für den Fehler 8 = e - x 
durch (A36) gegeben. Die transponierte Fehlergleichung 
Ij(t) = (AT - CT LT)IJ(t) , lJ(t) = 6 T (t). (A47) 
hat die Struktur eines Regelkreises ntit Zustandsrückführung, vgl. (A9), 
Ij(t) = ATIJ(t) + CT,,(t) , IJ(O)=lJo, 
,,(t) = -LTIJ(t). 
(A48) 
(A49) 
Der vollständigen Steuerbarkeit des Systems (A48) entspricht die vollständige 
Beobachtbarkeit des Systems (AI) und (A2). ln Analogie zu Abschnitt A.4.21assen 
sich folgende Aussagen treffen: 
Für das vollständig beobachtbare System oder das vollständig steuerbare System 
(A48), jeweils von der Ordnung n, und das Gütekriterium 
-
J[IJ (t)," (t») = ~ J [IJ T (t)QIJ(t) +v T (t)R" (t»)dt ~ Min , (A50) 
o 
ntit den Bewertungsmatrizen Q = QT:? 0, R = RT > 0, (AT Q) vollständig beobachtbar, 
existiert eine eindeutige optimale Regelung 
(A51) 
wobei P = pT> 0 die eindeutige, positiv definite Lösung der Riccati-Gleichung 
AP+PAT -PCTR-1CP+Q=O 
ist. Der optimale Kriteriumswert ergibt sich zu 
J* = 1J6 PlJo . 
(A52) 
(A53) 
296 Anhang 
Der geschlossene Regelkreis 
Jj(r) = OT,.,(r), OT = AT _CTLT = AT -CTR- 'Cl' (A54) 
ist asymptotisch stabil, und damit auch der n-dimensionaJe Beobachter (A36). 
Die Ausführungen im Abschnitt A. 4.3 lur Wahl der Pole und der Bewenungsmatrizen 
gellen auch bei der Beobachterauslegung. 
A.7 Aufbau (optimal) geregelter Mehrgrößensysteme 
Für das vollständig steuerbare und vollständig beobachtbare System L läßt sich nach 
Abschnitt A.4 eine lineare Zustandsrückführung und nach Abschnitt A.6 ein Zu-
standsbeobachter mit jeweils vorgegebenen Eigenschaften finden. Der Aufbau des 
Gesamtsystems ist in Fig. A2c) dargestellt. 
Das gesamte Mehrgrößenregelsystem läßt sich mathematisch beschreiben durch: 
Dynamisches System: 
Messung: 
Beobachter: 
Regler: 
~!:! 
~l!.o 
f 
L-fA 
rl L 
Ho 
-jB T f 
I..-jO 
• rl 5, 
'-l-K. l!. 
~ 5, 
i(l) = AX(I) + BU(I) , 
y(l) = CX(I) , 
t (I) = O( (t) + TBu(t) + Ly(t), 
x(t) = S,( (t) + S2y(t) , 
U(I) = -Kxx(t) . 
l!. crl 
t 
Fig. A4: 
Blockschallbilddes linearen 
Gesamlregelkreises 
(A55) 
(A56) 
(A57) 
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Die Eigenwerte des im Blockschaltbild Fig. A4 dargestellten linearen zeitinvarianten 
Gesamtsystems setzen sich aus den n Eigenwerten des Regelkreises mit idealer Zu-
standsrilckführung und den s Eigenwerten des Beobachters zusammen. Für die cha-
rakteristischen Polynome und die Eigenwerte gilt: 
Pgesam,(Ä) = PA-BK,(Ä)· PD(Ä). (ASS) 
,lj(A - BKx ) j = 1(I)n 
Ä;gesamt ftir 
j = (n + 1)(I)(n + s). 
Der realisierbare Gesamtregelkreis ist gegenüber dem Regelkreis mit idealer Zu-
standsrilckführung um den Beobachter erweitert. Im Hinblick auf die Eigenwerte des 
Gesamtsystems kann der Reglerentwurf getrennt vom Beobachterentwurf erfolgen. 
Literaturverzeichnis 
Kapitell: 
[1.11 E y k hoff, P.: System Identificalion, Parameier and State Estimalion. London u.a.: lohn 
Wiley & Sons 1974 
[1.21 N at k e, H. G.: Einführung in Theorie und Praxis der Zeitreihen und Modalanalyse. 
Identifikation schwingungsfähiger elastomechanischer Systeme. Braunschweig: Vieweg 
1983 
Kapitel 2: 
[2. 11 Magnus, K.: MOlier, H. H.: Grundlagen der Technischen Mechanik. 6. Au". 
Stuttgart: B. G. Teubner 1990 
[2.2] K I in gel: Über den Lauf der Eisenbabnwagen auf gerader Bahn. Organ Fortschr. des 
Eisenbahnwesens 20 (1883) 113-123 
12.3] Sc h i e h I e n, W.: Technische Dynamik. Stuttgart: B. G. Teubner 1986 
12.4] La w, E. H.: Co 0 p e rr i der, N. K.: ASurveyofRailwayVehicleDynamicsResearch. 
J. Dyn. Syst. Moas. Contra" Trans. ASME 96, Series G (1974) 132-146 
[2.5] MOli e r. P. C.: Sc h i e h I e n, W.O.: Lineare Schwingungen. Wiesbaden: Akademi-
sche Verlagsgesellschaft 1976 und Sluttgart: Inst. B f. Mechanik (ISBN 3-927618-13-6) 
1991 
[2.6] Sc h i e h I. n. W. (Ed.): Multibody Systems Handbook. Berlin u.a. : Springer 1990 
[2.7] Sc h i e h I e n. W.: Kr e uze r, E.: Rechnergestütztes Aufstellen der Bewegungs-
gleichungen gewöhnlicher Mehrkörpersysteme. lng.-Arch. 46 (1977) 185-194 
[2.8J Kr e uze r, E.: Lei s t e r, G.: PrograrnmsystemNEWEUL-Beispielsammlung. Anlei-
tung AN-21. Stuttgart: Inst. B f. Mechanik. Universität Stuttgart 1989 
Kapitel 3: 
[3.IJ Kr a n z. A.: Beitrag zur Beschreibung der Eigenschaflen geschichteter Trapez- und 
Parabelfedem. Dr.-Ing. Diss .• Hannover 1983 
13.2J Ce bon. D.: Simulation of Ihe Response of Lcaf Springs to Broad Band Random 
Excilation. Vehiele System Dynamics IS (1986) 375-392 
[3.3] G 0 t t z ein. E.: Das ,,Magnetische Rad" als autonome Funktionseinheit modularerTrag-
und Führsysteme fOt Magnetbabnen. Fort. Ber. VDI. Reihe 8, Nr. 68, Düsse1dorf: VOI-
Verlag 1984 
[3.4] Her t z, H.: Über die Berührung fesler elaslischer Körper. Gesammelte Werke, Bd. J. 
Leipzig: Barth 1895 
[3.5] Ca rt e r, F. W.: On the Action ofa Locomotive Driving Wh.el. Proc. Roy. Soc.A. (1926) 
112- 151 
[3.61 Fr 0 m m. H.: Berechnung des SChlupfes beim Rollen defonnierbarer Scheiben. Z. angew. 
Math. Mech. 7 (1927) 27-58 
[3.7J Kr aus e. H.: Poil. G.: Mechanik der Festkölperreibung. Düsseldorf: VDI· Verlag, 
1980 
300 
[3.8J 
[3.9J 
[3.IOJ 
[3.11 J 
(3.12J 
(3.13 J 
(3.14 J 
(3.15J 
[3.16J 
(3.17) 
(3.18) 
(3.19J 
(3.20J 
[3.21) 
Litcratwvcrzeichnis 
K ra f t. F.: Der Einfluß der Fahrgeschwindigk.eit auf den Haftwert zwischen Rad und 
Schiene. Arch. f. Eisenbahntechnik 21 (1976) 58-78 
Kai k e r, J. J.: Surveyon Wheel-Rail RollingContacl Theory. VchiclcSystcm Dynamics 
5 (1979) 317-358 
Kai k e r, J. J.: On the Rolling Contael of Two Elastic Bodics in thc Prescncc of Dry 
Friction. Diss. TH Delft 1967 
Kai k e r. J. J.: Introductions to the Fortran Prograrn CONTACT for the Solution of 3D 
E1astostatic Half-SpaceContact Problems With and Without Friction. ReportTH Delft 1986 
Gar g. V. K.: Du k k i P a t i. R. V.: Dynamics of Railway Vehiele Systems. Toronto 
U.3.: Academic Press 1984 
Ren ger. A.: Theorie der Bewegung eines Radsatzes auf geradem Gleis mir 
stochastischen Gleislagefehlem. Z. angew. Math. Mech. 62 (1982) 141-169 
J 0 h n S 0 n. K. L.: Ver m e u I e n. P. J.: Contact of Non-Sperical Bodies Transmilling 
Tangential Forces. J. Appl. Mech. 31 (1964) 338-340 
S per I i n g. E.: Zur Kinematik und Kinetik elaslischerRäderausder Sicht verschiedener 
Theorien. Dr.-Ing. Diss .. München 1977 
Web e r. R.: Reifenfüluungskraftebei schnellen Änderungen von SchräglaufundSchlupf. 
Habilitationsschrift. Karlsruhe 1981 
8 öhm. F.: Theorie schnell veränderlicher Rollzustände für Gürtelreifen. Ing.-Arch. SS 
(1985) 30-44 
Pa c e j k a. H. B.: Modelling of thc Pneumatic Tire and its Impact on Vehicle Dynamic 
Behaviour. CCG-Course Vehicle and Transport Technology. OberpfaJfenhofen 1986 
Pa c e j k a. H. B.: PrinciplesofPlane Motionsof Automobiles. Proc.oflUTAM Symp_on 
the Dynamics of Vehicles on Roads and on Railway Tracks. DeUt 1975.33-59 
Mit s c h k e_ M.: Dynamik der Kraftfahrzeuge. Bd. A. Berlin u.a.: Springer 1982 
R i e k e r t. P.: Sc h u n c k. T. E.: ZurFahrdynamikdes gummibereiften Kraftfahrzeugs. 
Ing.-Arch.lI (1940) 210-214 
Kapilel4: 
[4.1) Fryba. L.: Vibrations of SoIids and Structures Under Moving Loads. Groningcn: 
Noordhoff Int. Pub!. 1972 
[4.2) Pop p. K.: Beitrt1ge zur Dynamik von Magnelsehwebefahrzeugen auf gesll!nderten Fahr-
wegen. Fort. Ber. VDI Reihe 12 Nr. 35 Düsseldorf: VDI-Verlag 1978 
[4.3J Pop p. K.: Dynamik von Fahrweg-Strukturen unter wandernden Lasten. VDI-Berichtc Nr. 
419. Düsseldorf 1981.153-161 
(4.4) Kor tUrn. W.; Wo r m I e y. D.N.: Dynamic Interactions Between TraveUing Vehicles 
and Guideway Systems. Vehiele System Dynamics 10 (1981) 285-317 
(4.5) K not h e, K.: Vergleichende Darstellung verschiedener Verfahren zur Berechnung der 
Eigenschwingungen von Rahmcnuagwerken. Fort. Ber. VDI Reihe 1I Nr. 9. Düsseldorf: 
VDI-Verlag 1971 
(4.6J K 0 I 0 u § e k. V.: Dynamik der Baukonstruktionen. Berlin: VEB Verlag für Bauwesen. 
1962 
(4.7J Sc h war z. H. R.: Methode der finiten Elemente. 3. Aun. Stullgart: B. G. Teubner 1991 
(4.8) Pop P. K.: B rem e r. H.: Modalanalyse von unverzweigten Balkenuagwerken. Z. 
angew. Math. Mech. 63 (1983) T86-T88 
[4.9J Pop p. K.: Müll e r_ P. C.: Ein Beiuag zur Gleisdynamik. Z. angew. Math. Mech. 62 
(1982) T65-T67 
(4.IOJ Mal h e w s. P. M.: Vibrationofa BeamonElastic Foundation.Z.angew. Malh. Mech_38 
(1958) 105-115 
[4.11 J 
(4.12J 
[4.13J 
[4.14J 
[4.15J 
[4.16J 
[4.17J 
(4.18J 
[4.19J 
[4.20J 
(4.21) 
[4.22J 
[4.23J 
[4.24J 
[4.25J 
[4.26) 
[4.27J 
[4.28J 
[4.29J 
[4.30J 
Liternturverzeichnis 301 
M a t h e w s. P. M.: Vibration ofa Beamon ElaslicFoundation n.Z.angew. Math. Mech. 
39 (1959) 13-19 
Bog. c z. R.: Kr z y t Y h k i. T.: Pop p. K.: On the Generalization of M.thews· 
Problem ofthe Vibrntionsof. Beam (Jl Elastic Foundation. Z.angew. Math. Mech.69 (1989) 
243-252 
Mit s c h k e. M.: Dynamik der Kraftfahrzeuge. Berlin u.a.: Springer 1972 
B rau n. H.: Untersuchungen von Fahtbahnunebenheitcn und AnwendungderErgebnisse. 
Dr .• lng. Diss .. Braunschweig 1969 
V 0 y. C.: Die Simulation vertikaler Fahrzeugschwingungen. Fort. Ber. VDI Reihe 12 Nr. 
30. Düsseldorf: VD1-Verlag 1977 
Bor man n. V.: Messungen von Fahrbahnunebenheiten paralleler Fahrspuren und An-
wendung der Ergebnisse. Vehicle System Dynamics 7 (1978) 6>-81 
o R E. Fra gel I 6: Wechselwirkungen zwischen Fahrzeugen und Gleis. Bericht Nr. 1: 
Spektrale Dichte der Unregelmäßigkeiten in der Gleisl.ge. ORE-Report. CII6/RPI/D. 
Utrecht 1971 
Hel m s. H.: S t rot h man n. W.: Lateral Rail lrregularities - Measurement and 
Applications. Proc. 5th VSD-2nd IUTAM Symposium on the Dynamics of Vehieles on 
Roads and on Tracks. Wien 1977.430-459 
S u s s man n. N. E.: Statistical Ground Excitation Models for High Speed Vehicles 
Dynamic Analysis. High Speed Ground Transportatioo JournalS (1974) 145- 154 
Sn y der I I I. J. E.: Wo r ml e y. N. D.: Dynamic Interactions Between Vehicles and 
Elevated. Flexible Randomly Irregular Guideways. J. Dyn. Syst. Moas. Control. Trans. 
ASME 99. Series G (1977) 23-33 
er a n da 11. S. H.: M a r k. W.D.: Random Vibration in Mechanical Systems. New 
Vor!<. London: Academic Press 1963 
Ne w I a n d. D. E.: Random Vibrations and Spectral Aoalysis. London. New York: 
Longman 1975 
He i n r ich. W.; He n n i n g. K.: ZufallsschwingungenmechanischcrSystemc.Braun-
schweig: Vieweg 1978 
Müll e r. P. C.: S chi e h 1 e n. W. 0.: Lineare Schwingungen. Wiesbaden: Akademi-
sche Verlagsgesellsch.ft 1976 und Stuttgart: Inst. B f. Mechanik (ISBN 3-927618-13-6) 
1991 
D 0 d d s. C. J.: R 0 b s 0 n. J. D.: The Description of Road Surface Roughness. J. Sound 
Vibration 31 (1973) 17~183 
G • r g. V. K.: D u k k i pa t i. R. V.: Dynamics of Railway Vehicle Systems. Toronto 
u.a.: Ac.demic Press 1984 
R i t I. G.: Instationäre Fahrzeugschwingungen bei stochastischerErregung. DrAng. Diss .. 
Stuttgart 1983 
C zer n y. L.: AnalyseinstationärerZufallsschwingungen.Forl. Ber. VDI Reihe 11 Ne. 99. 
Düsseldorf: VD1-Verlag 1987 
Müll e r. P. C.: Pop P. K.: S e h i e h I e n. W. 0 .: Berechnungsverfahren für 
stochastische Fahrzeugschwingungen. lng. Arch. 49 (1980) 23~254 
MOli e r. P. C.: Pop p. K.: Kovarianzanalyse von linearen Zufallsschwingungen mit 
zeiOich ve",hobenen Erregerprozessen. Z. angew. Math. Mech. 59 (1979) Tl44-Tl46 
KapitelS: 
[5.1J F ö 11 i n ger. 0.: Regelungstechnik. 6. Aufl. Heidelberg: Hüthig Buch Verlag 1990 
[5.2J Müll e r. P. C.: Sc h i e h I e n. W.O.: Lineare Schwingungen. Wiesbaden: Akademi-
sche VeriagsgeselIschaft 1976 und Stuttgart: Inst. B f. Mechanik (ISBN 3-927618-13-6) 
1991 
302 Literaturverzeichnis 
[5.3J Bö h m, F.; Ei c h le r, M.; Km 0 c h, K.: GrundlagenderRolldynamik vonluftreifen. 
Fortschrille der Kfz-Technik, Hefl I. In: Fahrzeugdynamik. W. Slühler (Hrsg.). Bmun-
schweig, Wiesbaden: Vieweg 1988,3-34 
Kapilel6: 
[6.1 J M i I s c h k e_ M.: Dynamik der Kr.iflfahrzeuge. 2. Aun. Bde. A, Bund C. Berlin u.n. ; 
Springer 1982. 1984 und 1990 
[6.2J Müll e r. P. C.: Slabilillli und Matrizen. Berlin u.a.: Springer 1977 
[6.3} ISO I nie r n a I ion aiS I a n dar d 2631 : Guide for Ihe Evalualion for Ihe Humnn 
Exposure 10 Whole-Body Vibrations. 1974 
[6.4) V D I--R ich I1 i nie 2057: BeurteilungderEinwirkungmechanischerSchwingungenauf 
den Menschen. Düsseldorf 1975-1979 
[6.5J Kr u g man n. H. - L.: Lauf der Schienenfahrzeuge im Gleis. München. Wien: Olden-
hourg 1982 
[6.6J S c h r a m m, D.: Ein Beilrllg zur Dynamik reibungsbehafleler Mehrkörpersysleme. Fort. 
Ber. Reihe 18 Nr. 32. Düsseldorf: YDI.Verlag 1986 
Kapitel 7: 
[7.1 J 
[7.2J 
[7.3J 
[7.4 } 
[75J 
[7.6J 
[7.7J 
[7.8J 
[7.9J 
[7.IOJ 
[7.IIJ 
R i 11. G .: Auswahl eines geeigneten Integrationsverfahrens für nichllineare Bewegungs-
gleichungen bei Erregung durch beliebige Zeilfunklionen. Forschungsberichl FB-4. lnsl. B 
f. Mechanik, Slullgart 1981 
S ha m p i n e. L. F.; Gor don. M. K.: Compuler Solulion of Ordinary Differenlial 
Equations. San Francisco: Freeman 1984: Braunschweig: Vieweg 1984 
Müll e r, P. C.; Sc h ich I e n. W.: Lineare Schwingungen. Wiesbaden: Akademische 
Verlagsgesellschafl 1976 und Slullgart; Insl. B f. Mechanik (ISBN 3-927618-13-6) 1991 
Sm i I h. R. A. ; Matrix Equation XA + BX = C.SIAM J. Appl. Mallt. 16 (1968) 191!-201 
K re i s se I m e ie r. G.: ASolulionofllteBilinearMatrixEquationAY+YB=-Q. SIAM 
J. Appl. Malh. 23 (1972) 334-338 
Müll e r. P. C.; Pop p. K.; Sc h i e h I e n. W.: Berechnungsverfahren für stocha-
stische Fahrzeugschwingungen. lng.-Arch. 49 (1980) 235-254 
Mag n u s, K.: Schwingungen. 4. Aun. Stuttgart: B. G. Teubner 1986 
Mo 0 n. F. C.: Chaolic Vibrations. New York: Wiley 1987 
K re uze r, E. J.: Numerische Untersuchung nichtlinearer dynamischer Systeme. Berlin 
u.a. : Springer 1987 
Hau g. E. J.: Ar 0 r a, J. S.: Applied Optimal Design. Mcchanical and StruClurai Sy. 
stems. New York: Wiley 1979 
Be s t I e. D.: Zur Optimierung von Mehrkörpersystemen. lnstilutsbericht 18-14. Inst. B f. 
Mechanik. Slullgart 1989 
KapilelS: 
[8.1J Mi I s c hk e. M.: Dynamik der Kraftfahrzeuge. 2. Aunage Bd. A. Berlin u.a.: Springer 
1982 
[8.2J Wo n g, J. Y.: Theory ofGround Vehicles. New York u.a. : Wiley 1978 
[8.3 J Lei be r. H.: C z i n e z el, A.: Antiblockiersyslem für Personenwagen mil digilaler 
Eleklronik. Aufbau und Funklion. Aulomobill. Zeitschrifl81 (1979) 569-583 
[8.4 J Bur c k h • r d I. M.: Die Mertedes-BenZ/Bosch-Antriebs-Schlupf-Regelung (ASR). 
Verkehrsunfall und Fahrzeuglechnik 10 (1986) 285-290 
Litemtwvcrzeichnis 303 
[8.5) M are t z k e, J.; R ich t e r, B.: Traktion und Fahrdynamik bei allradgeUiebenen 
Pe=nenwagen. Automobill. Zeitschrift 88 (1986) 463-470, 581 - 583 
Kapitel 9: 
[9.1) R i e k e r t, P. ; Sc h une k, T .E.: ZurFahrdynamikdesgummibereiCtenKraftfahrzeugs. 
Ing,-Areh. 11 (1940) 210--224 
[9.2) Mit s eh k e, M.; Kraftfahrzeuge, 2. Aun. Bd. C. Berlin u.a. ; Springer 1990 
[9.3) Zorn 0 tor, A.: FahlWerktechnik; Fahrverhalten. Würzburg: Vogel 1987 
(9.4] Pan k i e wie z. E.: Anwendung rechnergeslUtzler Verfahren zur Generierung von 
Bewegungsgleichungen im Fahrzeugbau. Fon. Ber. VDi Reihe 12 Nr. 69. Düsse1dorf: VDl-
Verlag 1986 
[9.5) MUlI e r, P. C.; Sc h i e h I e n, W.: Lineare Schwingungen. Wiesbaden: Akademische 
Verlagsgesellschaftl976 und Stuugan: Insl. B f. Mechanik (ISBN 3-927618-13-6) 1991 
[9.6) D e Pa t e r, A.: Optimal Design of Rai1way Vehieles. Ing.-Areh. 51 (1987) 25-38 
[9.7) Wie k c n s, A. H.: Stability Criteria for Mieulated Railway Vehieles Possessing PerCcct 
Steering. Vehiele System Dynamies 7 (1978) 16S-182 
Kapitel 10: 
[10.1) Müll e r, P. c.; Sc h i e h I e n, W. O.: Lineare Schwingungen. Wieshaden: Akademi-
sche Verlagsgesellschaft 1976 und Stuugan: Insl. B f. Mechanik (ISBN 3-927618-13-6) 
1991 
(102) Kr eu z e f . E; R i 11, G.: Vergleichende Untersuchung von Fahrzeugschwingungen an 
rnumlichen Ersatzmodellen. 1ng.-Areh. S2 (1982) 20S-219 
[10.3) Pop p, K-: Beiträge zur Dynamik vom Magnetschwebefahrzeugen auf gestandertcn 
FahlWegen. Fon. Ber. VD1 Reihe 12 Nr. 35. Düsseldorf: VDI-Verlag 1978 
(10.4) Go 11 z ein, E.: Das . .Magnetische Rad" als autonome Funktionseinheit modularer Trag. 
und FUhrsysteme für Magnetbahnen.Fon. Ber. VDI Reihe 8 Nr. 68. Düsseldorf: VDI-Verlag 
1984 
Anhang: 
[AI) Knobloeh, H.W.; Kwakernaak, H.: Lineare Kontrolltheorie . Berlin u. a.: 
Springer 1985 
[A2) S c h war z, H.: Mehrfachregelungen. Berlin u.a.: Springer 1. Bd. 1967, 2.Bd. 1971 
[A3) T horn a, M.: Theorie linearer Regelsysteme. Braunschweig: Vieweg 1973 
[A4) Li t z, L.; Pr e u s s, H. - P.: Ein Vorschlag zur Wahl der Pole beim Verfahren der 
Polvorgabe. Regelungstechnik 2S, H. 10 (1977) 318- 323 
[AS) Lu e n b erg e r, D. G.: Observing the State oC a Linear System. IEEE Trans. Military 
Electronics. Vol. MlL-8 (1964) 74-80 
[A6) Lu e n b erg e r, O. G.: Observers Cor Multivanable Systems. IEEE Trans, Automatie 
Control, Vol . AC-li (1966) 190--197 
Sachverzeichnis 
Anfangswenproblem 14. 15 
Anhanger86 
Antriebsmoment 256 
Antriebsschlupf 152 
Arbeit 121 
-. virtueUe 65. 67 
Aurhllngung s. Federung 
Ausgleichsgetriebe 72 
Rahnbewegung 23 
-.KIaf~ahrzeug- 16 
Balken. Bemoulli-Euler- 173. 190 
-. dynamische Vergrö8erungsfunktion 191 
-. gebettete 189 
-. Timoshenko- 174. 193 
Balkenelement 179 
Balkenstruktur 176 
Beobachtbarl<eit 287 
Beobachter 292. 294 
Beschleunigung. Absolut- 36. 38 
-. Effektivwen 223 
-. Relativ- 37. 38 
- . rotatorische 36. 42 
-. translatorische 23.36. 42 
Bettung. elastische 151. 189 
-. verstetigte 191 
Beuneilungskrilerien 220 
Bewegung. absolute 22. 35 
-.ebeneS8 
- . relative 35. 37 
-, rotatorische 27 
-. StarrlcOrper- 31 
-. translatorische 23 
-. virtuelle 42. 67 
Bewegungsgleichungen. Einzclkörper- 56 
-. Eisenbahnradsatz- 59. 145.270 
-.KJaf~ahrzeug-92.253.266 
-. MehrkOrpersystem- 57. 70.76.77.84 
Bcwegungswinder 33. 35 
Bindungen. holonome 20.40 
-. nichtholonomc 20. 263 
-. rheonome 20 
Bindungen. skleronome 20 
Bindungselemente 20. 
Bohrmoment 139. 164. 167 
Bremskraft 257 
Brem,schlupf 152 
Brem,vorgang 24 
BUrstenrnodell 122. 151 
Coriolisbeschleunigung 37 
Corioliskraft 64 
Coulombsche Reibung 105. 120. 121. 132 
Dämpfer-Kennlinie 105. 106 
Dämpfer-Parallelschaltung 102 
Dämpfer-Reihenschaltung 102 
Dämpfung. hysteretische 175 
-. modale 175 
-. optimale 241. 285 
-. Struktur- 175 
-. viskose 175 
Dämpfungsmaß. Lehrsches 241. 271 
Dämpfungsmatrix 78 
Deviationsmoment51 
Differentialgetriebe 72. 256 
Dirac-Funlction 17 
Drallsatz 56 
Drehgeschwindigkeitsvektor 32. 43 
Drehmatrizcn 28. 34.60 
Duffingsche Dgl. 244 
Eigenfrequenz 118.174. 177 
Eigenfunktionen 174.177.178. 181.187 
EigenwcneS2. 174. 177. 181. 235. 289 
Eigenwenproblem 52. 174. 181 
Einfeldtrllger 176 
Einzelhindernisse 193 
Ei,enbahnradsatz 30. 44. 53 
-. Bewegung,gleichungen 59. 145.270 
Elementardrehungen 27 
Energie. kinetische 68. 73 
-. potentielle 69 
Encrgiecrhallungssatz 69 
ErsatzsySleme 13 
Eulerwinkel29 
Fahrkomfort 220, 222, 278 
Fahrleislun8en 220, 258 
Fahrsicherheil220, 228, 278 
Fahrslabilill!l220, 221 , 267, 269 
Fahrwe8171 
-, Eisenbahn- 172 
-, elaslischer 171 
-, Kraflfahrzeug- 208 
-, MagnelSChwebebahn-l72 
-, 'larTer 193 
- , Slönnodell 193 
- , Uneben beilen 193 
- unler beweglen Laslen 171 
Fahneug-Fahrweg-SySlem 193, 212 
Fahrzeug·Erregerprozeß s. stochastischer 
PmzeS 
Fahneugmodelle 276, 281 
Fahnuslandsschaubild 259 
Feder, Blall- lOS 
Feder-Kennlinien 105 , 106 
Feder-Parallelschallung 102 
Feder-Reibelemenll05 
Feder-Reihenschallung 102 
Federung,aklive 101,284 
- , Frequenzenlkopplung 275 , 285 
-, lineare 102 
-, nichltineare 102,244 
-, passive 101 
- , Primllr- IOI,1I9 
- ,Sekundär- 101,285 
Flächenpressung 132 
Formalismen. numerische 81 
- , symbolische 81 
Fonnfiller 210, 226 
Fouriertransfonnation 199 
FreiheilSgrad 13.20,40 
Frequenzg.ng, für menschliche Wahmeh-
mung266 
-, linearisierter Systeme 246 
Frequenzgang-Ben:chnung 235 
Führsysleme 101 
Führungsbeschleuni8ung 37 
Funktionalmatrix 41. 66 
GesamlSySlem Faluzcug-Fahrweg 171,212, 
231 
Geschwindigkeil, absolule 35, 127 
Sachverzeichnis 305 
- , Gleil- 131 
- , HöchSl- 258 
- , miische 190 
- , relalive 35, 127 
-, rotatorische 32 
- , lranslalor;sche 23 
-, virtuelle 67 
Gelriebe-Obersetzungsverhllllnis256 
Gelriebe-Wirkungsgrad 256 
Gieren 29 
GravilationsSleifigkeil148 
Gülernlerien 248, 290, 295 
Harmonische Linearisierung 242, 243, 244 
HaupllrägheilSachsen 52 
HaupllrägheilSmomenle 52 
Haulus-Krilerium 287 
Heaviside·Funktion 17 
Hurwitzbedingung 268, 272 
HySleresekennlinie 105, 106 
Impulssatz 56 
Induktivillll1l2,114 
Integrationsverfahren, numerische 232 
ISO-Richtlinie 2631 223 
Jacobimalrix 41. 66,1 8 1 
Kalker-Theorie 133 
Kalker-Koeflizienlen 135 
Kalman-Krilerium 287 
Kanlanwinkel 29 
Kinemate 33 
Klingelsche Fonnel49 
Knotenverschiebungen 177 
Körper, slarTe 20, 50 
Kohllrenzfunktion 200 
Konlaklellipse 133 
Konlaklfläche 127, 132 
Konlaklkraflgrö8en für Ungsschlupf 158 
- - Ungs- und Querschlupf 161 
--Querschlupf 154 
- , RadiSchiene 133 , 139, 142, 145 
-, Reifen/S1raf!e 154, 165, 169 
Koordinaten, überzählige 71 
- , verallgemeinerte 40, 71 
- , zyklische 71 
KoordinalensySlem 21, 22 
- , bewegles 34 
- , Konlaklnächen- 127 
306 Sachverzeichnis 
- , raumfestes 22 
Koppelelemente 20 
Korrelationsfunktion 18.197 
-. Auto· 200 
-. Kreuz· 200 
Kovarianz 197 
Kovarianz·Matri. 200.239.277 
Kovarianz·Untersuchung 239. 277 
Kräfte. äußere 16.56 
-. dissipative 69 
-. eingepr.tgte 16.6S 
-. innere 16 
-, konservative 69 
-. Kontakt- 119. 129. ISO 
- . Reaktions- 16.65 
-. Reibungs- 121 
- , verallgemeinerte 66. 70. 77 
-. wandernde 171. 190. 192 
Krnftschluß-Beanspruchung 125.249 
Kräftschluß-Beiwen 126 
KrnflSChluß-Schlupfbeziehung 132 
KrnflSteliglied 111. 117 
-. Regclgesetz 116 
Krnftstoffverbrauch 260 
Kreiseimatri> 78 
Kreisfahn 37. 266 
KUlShaitung 261 
Lagevekler. globaler 40. 77.82 
-. lokaler 39. 82 
Lagrangefunktion 71 
Lagrangesche Gleichungen 68 
Lateralbewegungen 216. 261 
- . experimentelle Unte~uchung 269 
lebensdauer 220. 229 
leistung. virtuelle 67 
Lineansierung. der Bewegungsgleichungen 
77.92 
- . harmonische 242. 243. 244 
- . statistische 245. 247 
Ljapunovsche Matrizengleichung 239. 247. 
277 
Longitudinalbewegungen 249 
Luftwiderstand 25S 
Magnetisches Rad 116.285 
MagnelSChwebefahrzeug 63. 284 
Magnetstellglied 111. 2S4 
Massenmatri. 77.78 
Mehrgrößensystem. dynamisches 286 
- . lineares 234. 286 
- . nichtlineares 241 
Mehrgroßensystem-Regelung 286. 296 
Mehrkörpersystem. allgemeines 75 
- . gewöhnliches 75. 77 
- . ideales 75 
- . k.onservatives 78 
-. nichtideaies 75 
Methode. analytische 75 
- . Deformations- 177 
-. Finite-Elemente- 177 
- . synthetische 75 
Mittelwen 18. 196 
Modalanalyse 176. 185 
Modalkoordinate 174 
Modcllbildung 1I 
- . Finite-Elemente-Systeme 14. 15 
- , kontinuierliche Systeme 14. IS 
-. Mehr1<O<persysteme 13. 14.75 
Nachlauf. konstruktiver 265 
-. pneumatischer 158. 163.265 
NEWEUL 81. 86. 92 
Newlon-Eulersche Bewegungsgleichungen 
56. 82 
Nichtkonservative Lagekrllfte 78. 150. 170 
Nicken 29 
Numerische Simulation 232 
Optimierung 248 
Onhogonalitätsbeziehung 66. g5. 174 
Onsvektor 22 
Polvorgabe 289. 291. 294 
Prinzip der virtuellen Arbeit 67 
- von d'Alemben 65. 67 
- - Jourdain 65 . 68. 265 
Prozeß s. stochastischer ProlOß 
Rad. Antreiben. FUhren. Tragen 119 
- . angetriebenes 152 
-. deformierbares 119. 122 
- . gebremstes 152 
-. geradlaufendes 151 
- . schräglaufendes 153 
-. starres 119 
Radlasten. dynamische 80. 228. 284 
- . statische 80. 22g 
Radsatz. Gleichungen 145.270 
- . Lauf 44 
-. Stabilisierung 273 
Randwenproblem 15 
Rauschprozeß. farbiger 203. 209 
- . weißer 203. 209 
RauschprozeS-lntensitä.209. 238. 239 
Reaktionsgleichungen 85 
ReferenZSYSlem 34 
Regler. Ausgangs· 288 
-. linearer 288 
-. optimaler 290 
-. Zustands· 288 
Regler·Auslegung 289 
Regler-Verstärkung 289 
Reibwene 105 . 250 
Reifenkarkasse 150 
Reifenlatsch 150 
Reifenmodelle 151 
Relativbewegung 36. 37 
Resonanz 192.245 
Riccati·Gleichung 290 
Rieken·Schunck·ModeIl165. 262. 265. 268 
Rollbedingung. kinematische 46. 120 
Rollen 29 
Rollgeschwindigkeit 121 
Rollwiderstand 252 
Rückführmatrix 290 
Satz von Huygens,Sleiner 51. 55. 196 
Schleudern 29. 75 
Schlupf 126. 127. 152. 154 
- . Antriebs· 152.249 
-. Bohr· 126. 128. 161 
- . Brems· 152. 249 
- . Ungs· 111. 144. 158. 160. 249 
- . Quer· 111 . 161 
- . Starrkörper· 121 . 126 
Schrä81.ufwinkeI153. 154. 165 
Schwimm winkel 263 
Schwingungen. chaotische247 
-.~gung 193. 208 
-. fremdereegle 244 
-. Kraftfahrzeug· 79 
- . seibsIerregIe 243 
- . unwuchterregte 236 
- . Zufalls· 237.240.247 
Schwingungsformen s. Eigenfunktionen 
Signumfunktion 105. 121 
Simulation. numerische 231 
Sinuslauf 44. 48 
Spektraldichle 199. 238 
Sachverzeichnis 307 
- . einseitige 200 
- . Schienen· 206. 207 
- . Straßen- 206 
-. zweiseitige 200 
Spektraldichle.Un .... ...,hung 237 
Stabilitl11221.:g4, 24..9
- . asymptotische 221. 234. 268 
-. orbitale 246 
- . Rads.tz· 270 
SleifigkeilSmatrix 78 
- . dynamische 180 
Steigfahigkeil259 
SteilmOloren s. Kraftstellglieder 
Sleuerbarkeil287 
Steuervektor 286 
Stochastischer Prozeß. s. auch Rauschproze8. 
Unebenheitsprofil 
-. ergodischer 18. 195. 198 
- . Gau8scher 18. 195. 197 
- . mehrachsige Fahrzeuge 210 
- . normalveneiller 18. 195. 197 
-. stationärer 195. 197.208 
System s. Mehrkörpersystem. Mehrgrößen. 
system 
Systemabgrenzung 172 
SYSlemmatrix 213. 217.286 
Trägheitsmomente 50 
TragsYSleme 10 I 
Transformation der Lagekoordinalen 40 
- - Tensorkoordinaten 33 
- - Vektorkoordinalen 31 
- vom Weg bereich in den Zeitbereich 208 
Übersteuern 267. 269 
UnebenheilSgrad 206 
UnebenheilSprofil193 . 206 
Unterstcucm 267. 269 
Van der Poische Dgl. 243 
Varianz 196 
-. mechanische Analogie 196 
VDI·Richllinie 2057 223 
Venikalbewegungen 275 
Venikalschwingungen 216.232 
Vertrauensintervalle 198 
WahrnehmungskIassen 225 
Wahrnehmungsstl1rke 222. 227 
WahrscheinlichkeilSdichle 195 
308 Sachverzeichnis 
Wahrscheinlichkeitsdichtc·MomenlC 196 
Wanken 29 
Wellenlauf 44.48 
Welligkeil 206 
Zick-Zack-Lauf 243 
Zirkulalorische Kr.U'le 78 
ZufallsprozeS s. Slochastischer ProzeS 
Zufallsschwingungen 237. 240. 247 
Zufallsvariable 195 
Zustuldsgleichung 212. 215. 217. 286 
ZustllldsveklOr 212. 217.286 
Zwangsbedingungen s. Bindungen 
ZweifeldlJjjger 185 
